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Re´sume´
Dans cet article, on de´montre une ine´galite´ entre les degre´s du conduc-
teur et du fibre´ de Hodge d’une courbe stable hyperelliptique sur un anneau
de valuation discre`te. Pour cela, on est amene´ a` de´montrer des the´ore`mes
de rele`vement de reveˆtements p-cycliques afin d’obtenir des informations
sur le bord de l’espace des modules des courbes hyperelliptiques. Le re´sultat
de´coule alors de la ge´ome´trie de ce dernier.
Abstract
In this paper, we show an inequality between the degrees of the con-
ductor and of the Hodge line bundle of a hyperelliptic curve over a discrete
valuation ring. For that we show a result about the lifting of p-cyclic covers
of the projective line. We then apply this result to get information about
the boundary of the moduli space of hyperelliptic stable curves and show
the inequality.
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1 Introduction
Soit C → S une famille de courbes stables de genre g ≥ 2 sur une base S. Il
lui correspond alors une section pi : S → Mg,S ou` Mg,S est l’espace des modules
des courbes stables de genre g sur S. Notons λ le fibre´ de Hodge sur M g,S et δ
le diviseur du bord M g,S \Mg,S. Lorsque S est une courbe projective lisse sur C,
Cornalba, Harris [1] et Xiao [24] ont de´montre´ inde´pendamment l’ine´galite´
(8g + 4) deg pi∗λ ≥ g deg pi∗δ. (1)
Notre but est d’e´tudier l’analogue de cette ine´galite´ lorsque S est le spectre d’un
anneau de valuation discre`te. Dans cette situation, tout faisceau inversible sur S
est isomorphe a` OS, et le degre´ n’est donc pas de´fini. En revanche, un diviseur
de Cartier sur S correspond a` un e´le´ment de f ∈ K(S)∗ modulo O∗S, on peut
donc lui associer canoniquement un degre´ qui est la valuation de f . Le membre
de gauche de l’ine´galite´ (1) a un sens si on peut trouver un diviseur de Cartier
D tel que O(D) ≃ λ, et dont le support ne contient pas pi(S) de sorte que pi∗D
soit de´fini. Le membre de droite est bien de´fini si pi(S) n’est pas contenu dans δ,
ce qui e´quivaut a` dire que C → S est a` fibre ge´ne´rique lisse.
Dans ce travail, nous conside´rons les courbes stables C → S a` fibre ge´ne´rique
lisse et hyperelliptique. Supposons pour un instant que la fibre ge´ne´rique Cη de ce
morphisme est un reveˆtement de degre´ 2 de P1K(S). On a une section rationnelle
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canonique du fibre´ (pi∗λ)⊗8g+4 sur S, a` savoir
Λ = ∆g
(
dx
2y +Q
∧ . . . ∧
xg−1dx
2y +Q
)⊗8g+4
∈
(
g∧
H0(Cη,ΩCη/K)
)⊗8g+4
.
ou` y2 + Q(x)y − P (x) est une e´quation affine de Cη, et ou` ∆ est le discriminant
de l’e´quation comme de´fini par exemple dans [11], section 1.2. Lorsque 2 est
inversible dans S, Kausz a montre´ (conse´quence imme´diate de [8], Theorem 3.1)
que
g2δs ≥ Ords(Λ) ≥ gδs,
ou` δs est la somme des e´paisseurs des points doubles de la fibre spe´ciale (ou,
de manie`re e´quivalente, le nombre de points singuliers de la fibre spe´ciale de la
de´singularisation minimale de C sur S, cf [17], proposition 2.4). L’ine´galite´ de
droite est l’analogue de (1) dans le cas local. La premie`re motivation de ce travail
est le the´ore`me suivant qui supprime l’hypothe`se 2 inversible.
The´ore`me 1 Soient R un anneau de valuation discre`te, S = Spec(R), et C → S
une courbe stable dont la fibre ge´ne´rique C est lisse et hyperelliptique. Notons Λ
la section canonique de
(∧g H0(C,ΩC/K))⊗8g+4, on a alors
g2δs ≥ Ords(Λ) ≥ gδs. (2)
Notons que dans le cas d’une courbe elliptique a` re´duction semi-stable, ces
ine´galite´s sont des e´galite´s. Une telle ine´galite´ permet d’obtenir une borne sur
ω2C/S dans le cas arithme´tique.
Corollaire 2 Fixons une me´trique C∞ ‖ ‖Mod sur ωCg/H¯g (H¯g est l’espace des
modules des courbes stables munies d’un plongement tricanonique et Cg est la
courbe stable universelle sur H¯g) et un ε > 0. Soient K un corps de nombres,
S = Spec(OK), pi : C → S une courbe stable de genre g ≥ 2 a` fibre ge´ne´rique
lisse hyperelliptique. Alors il existe une constante c′ = c′(‖ ‖Mod, ε) ne de´pendant
que de ‖ ‖Mod et de ε telle qu’on ait l’ine´galite´ suivante
(ωC/S.ωC/S) ≤
(
3
g2 + ε
2g + 1
− 1
)(∑
p∈S
δplogNp+
∑
σ:K→C
δσ(Cσ)
)
+ c′[K : Q]
ou` Np de´signe le cardinal du corps re´siduel de S en p et ou` (ωC/S.ωC/S) (autoint-
ersection du fibre´ dualisant au sens d’Arakelov) et δσ(Cσ) (δ invariant de C) sont
de´finis a` l’aide de la me´trique ‖ ‖Mod sur ωC/S.
Cette borne est prouve´e dans [8] sous l’hypothe`se que C a bonne re´duction au
dessus de 2. Elle est de la forme conjecture´e par Moret-Bailly dans [17] et on sait
qu’une telle ine´galite´, si elle e´tait montre´e dans le cas ge´ne´ral (et pas seulement
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dans le cas hyperelliptique), aurait des conse´quences arithme´tiques importantes
(tel que la conjecture abc).
Le the´ore`me 1 peut eˆtre conside´re´ comme la positivite´ des diviseurs g2δ − Λ
et Λ− gδ sur un espace de modules des courbes stables hyperelliptiques. Comme
la positivite´ se ve´rifie aux points de codimension 1, elle de´coulera des ine´galite´s
(2), de´ja` prouve´es en e´gale caracte´ristique 0 (cf. Appendice A), si l’espace de
modules en question est suffisamment “sympathique”. Plus pre´cise´ment, nous
aurons besoin du re´sultat d’irre´ductibilite´ qui suit. Pour tout sche´ma T , notons
Ig,T l’adhe´rence sche´matique de l’espace de modules des courbes lisses hyperellip-
tiques Ig,T dans le sche´ma de HilbertHg,T des courbes stables tricanoniques sur T .
Cette construction ne donne pas a` proprement parler un espace de modules, elle
n’est pas meˆme fonctorielle. Nous avons cependant un re´sultat de compatibilite´
des fibres.
The´ore`me 3 Soit S le spectre d’un anneau de valuation discre`te, de point ferme´
s. Alors on a l’e´galite´ des ensembles
I¯g,S ×S Spec κ(s) = I¯g,s.
En particulier, I¯g,S ×S Spec κ(s) est irre´ductible.
Dans un article a` venir, nous construirons un espace de modules fin des
courbes stables hyperelliptiques et e´tudierons ses diverses proprie´te´s (structure
locale, topologie, ...). Le the´ore`me 1 est prouve´ dans la section 2, en admettant
le the´ore`me 3. En terme plus concre`t, ce dernier peut s’e´noncer comme suit.
The´ore`me 4 Soient k un corps alge´briquement clos et C → Spec k une courbe
stable hyperelliptique (de´finition 36). Alors il existe un anneau de valuation dis-
cre`te R d’e´gale caracte´ristique, de corps re´siduel k, et une courbe C → Spec R
dont la fibre ge´ne´rique est lisse et hyperelliptique et dont la fibre spe´ciale s’identifie
a` C.
La preuve de ce the´ore`me constitue le coeur de cet article. Esquissons brie`ve-
ment la de´marche. La partie non triviale est quand car k = 2. Par de´finition, C est
la re´duction d’une courbe lisse hyperelliptique en caracte´ristique nulle. On sait
alors que C est un reveˆtement 2-admissible d’une courbe de genre arithme´tique 0
(de´finition 34). Grosso modo, cela veut dire qu’il existe un morphisme fini surjectif
C → X de degre´ 2 avec pa(X) = 0, que chaque composante irre´ductible de C
posse`de un ouvert non vide muni d’une structure de torseur sous un des groupes
alge´briques Z/2Z, µ2 ouα2 sur k, et qu’aux points d’intersection de C on se donne
des invariants nume´riques ve´rifiant une condition de compatibilite´. On montre
que quitte a` ajouter des droites projectives a` C et a` modifier la structure des
torseurs, on peut munir C d’un graphe de Hurwitz adapte´ (de´finition 40). Ensuite,
on de´forme la partie lisse de C a` l’aide des the´ore`mes ge´ne´raux de rele`vement
de torseurs (section 3.2), et on de´forme formellement les points d’intersection.
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On applique alors la technique de “formal patching” pour relever globalement C.
La de´finition d’un graphe de Hurwitz adapte´ assure que les conditions locales et
globales de recollement sont bien ve´rifie´es.
Le the´ore`me 4 est e´galement valable pour les reveˆtements p-admissibles d’une
courbe de genre arithme´tique 0. La technique employe´e ici s’inpire des travaux
d’Henrio [7] et de Sa¨ıdi [21], [22], [23] sur le rele`vement en ine´gales caracte´ristiques,
avec des proble`mes spe´cifiques a` la situation d’e´gale caracte´ristique.
La preuve du the´ore`me 4 est re´partie dans les sections 3 – 5. La section 3
commence (apre`s quelques rappels sur les torseurs sous des sche´mas en groupes
d’ordre p) par de´finir ce qu’est une courbe hyperelliptique stable sur un corps
alge´briquement clos. Plus ge´ne´ralement, on donne la de´finition d’un reveˆtement
p-admissible en caracte´ristique p. Le section 4 est de´voue´e a` la de´monstration
par des me´thodes de “formal patching” d’un the´ore`me de rele`vement de certains
reve`tements p-admissibles (ne faisant intervenir que certains types de torseurs
et munis de plus d’un arbre de Hurwitz) en e´gale caracte´ristique. La section 5
permet de voir que tout reveˆtement p-admissible peut en fait eˆtre transforme´ en
un reveˆtement p-admissible satisfaisant les conditions de la section 4. On montre
ainsi que les fibres ge´ome´triques de l’espace des modules sont irre´ductibles.
L’annexe A donne une preuve simple des ine´galite´s (2) dans le cas ou` car k 6=
2, et ou` Cs ne posse`de qu’un point singulier (donc au plus deux composantes
irre´ductibles). Le calcul est similaire a` celui de [8], mais est plus simple duˆe
a` notre hypothe`se. Dans l’annexe B, on montre le the´ore`me 1 par un calcul
explicite lorsque Cs est comme ci-dessus, mais avec car k = 2. Cet appendice
n’est pas utilise´ dans le reste de l’article.
L’auteur remercie Yannick Henrio pour ses conseils pre´cieux sur les me´thodes
utilise´es pour le rele`vement des courbes, et Qing Liu pour l’attention qu’il a porte´e
a` mon travail.
Convention Dans tout cet article, R sera un anneau de valuation discre`te de val-
uation ν, de corps des fractions K et de corps re´siduel k, t sera une uniformisante
de R. Le point ferme´ de Spec(R) sera note´ s et le point ge´ne´rique η. Certains
graphes seront oriente´s. Si a est une areˆte oriente´e d’un graphe oriente´, on notera
a¯ l’areˆte oppose´e. Les exposants o et t tiendront alors respectivement pour le
sommet origine et le sommet terminal. Les courbes sur un sche´ma S seront des
courbes a` fibres ge´ome´triquement connexes.
2 Re´duction a` l’e´tude de l’espace des modules
des courbes hyperelliptiques.
On cherche dans cette section a` de´finir un sche´ma proche de ce que serait
l’espace des modules des courbes stables hyperelliptiques s’il existait, et a` en
donner quelques proprie´te´s. Plus pre´cisement, nous allons conside´rer l’adhe´rence
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du lieu hyperelliptique lisse dans l’espace des modules des courbes stables.
2.1 Construction du sche´ma I¯g
On fixe un entier g ≥ 2. Pour tout sche´ma S, conside´rons le foncteur
(Sche´mas/S) → (Ensembles)
T 7→
{
pi : C → T, courbe stable de genre g
avec isomorphisme P(pi∗ω
⊗3
C/T )
∼= P5g−6T
}
/iso
On sait ([2]) que ce foncteur est repre´sentable par un sche´ma de Hilbert H¯g,S. De
meˆme, le foncteur des courbes lisses de genre g munies de plongement tricanon-
ique est repre´sentable par un sous sche´ma ouvert de H¯g,S qu’on notera Hg,S. La
de´finition de courbe hyperelliptique lisse sur une base quelconque se trouve dans
[15].
De´finition 5 Soit C → S une courbe lisse et projective de genre g. Elle est dite
hyperelliptique s’il existe une involution σ ∈ AutS(C) telle que pour tout point
ge´ome´trique s¯ de S le quotient Cs¯/ < σ > soit isomorphe a` P1Spec κ(s¯).
Proposition 6 Soient S un sche´ma et pi : C → S une courbe projective lisse de
genre g ≥ 2.
(1) Si C → S est hyperelliptique, alors il existe un morphisme fide`lement plat
T → S et un morphisme fini et fide`lement plat C ×S T → P1T de degre´ 2.
(2) Supposons que S est re´gulier, connexe et de dimension 1, de point ge´ne´rique
η. Alors C → S est hyperelliptique si et seulement si Cη → Spec κ(η) est
hyperelliptique.
(3) La courbe pi : C → S est hyperelliptique si et seulement si l’image du mor-
phisme canonique C → P(pi∗Ω1C/S) est une courbe de genre 0 et si sa formation
commute au changement de base.
Preuve : La proprie´te´ (1) provient de [15] Theorem 5.5, la proprie´te´ (2) de [15]
Proposition 5.14, et la proprie´te´ (3) de [15] Theorem 5.5. 
On souhaite alors prouver la repre´sentabilite´ du foncteur
Hyp : (Sche´mas/S) → (Ensembles)
T 7→


pi : C → T, courbe lisse
hyperelliptique de genre g
avec isomorphisme P(pi∗ω
⊗3
C/T )
∼= P5g−6T

 /iso
Proposition 7 Le foncteur Hyp est repre´sentable par un sous sche´ma ferme´ de
Hg,S.
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Preuve : On suit la de´monstration donne´e dans [9], Theorem 3. Soit pi : C →
Hg,S la courbe stable universelle de genre g sur S, et D l’image sche´matique
du morphisme f : C → P(pi∗Ω
1
C/Hg,S
) =: P (on sait que f est bien de´fini car
pi∗pi∗Ω
1
C/Hg,S
→ Ω1
C/Hg,S
est surjectif). On de´finit alors Q comme e´tant le conoyau
de l’homomorphisme induit OP → f∗OC. Pour tout point ge´ome´trique P de Hg,S,
il ne peut se produire que deux cas :
(1) fP : CP → DP est un isomorphisme et QP = 0 (c’est a` dire que le morphisme
canonique f est une immersion), auquel cas la courbe est non hyperelliptique ;
(2) DP ∼= P1P et QP
∼= OP1(−g − 1) (c’est a` dire que le morphisme canonique f
a` pour image une droite projective), auquel cas la courbe est hyperelliptique
(cf [15], section 5). Ainsi, seuls deux polynoˆmes de Hilbert peuvent arriver pour
QP , donc la stratification platifiante de Q sur Hg,S (qui existe par [18], Lecture
8) est constitue´e de deux sous-sche´mas disjoints localement ferme´s F1 et F2 (cor-
respondant respectivement aux cas (1) et (2)). En particulier, F2 est ferme´ car
il correspond au support de Q. Il reste a` montrer que F2 correspond au courbes
hyperelliptiques mais ceci de´coule de [15] Proposition 2.13 et de la proposition 6,
3 
Pour tout sche´ma S, on note alors Ig,S le sous-sche´ma ferme´ de Hg,S qui
repre´sente le foncteur Hyp (c’est a` dire F2). On notera I¯g,S l’adhe´rence sche´ma-
tique de Ig,S dans H¯g,S. Si S est re´duit (resp. inte`gre) alors Ig,S aussi (car Ig,S → S
est lisse par [9] Theorem 2), et il en est donc de meˆme pour I¯g,S. De plus, pour
tout morphisme de sche´ma T → S, on a une immersion ferme´e I¯g,S ×S T → I¯g,T
et les deux sche´mas ont meˆme espaces sous jacents. Si T → S est plat alors ce
morphisme est un isomorphisme, ceci de´coulant du lemme
Lemme 8 Soit S un sche´ma, f : X → Y un morphisme de S sche´ma se´pare´
et de type fini. Notons Imf l’image sche´matique de f . Alors, pour tout sche´ma
morphisme plat T → S on a Im(f × IdT ) = Imf ×S T .
Preuve : Le sche´ma Imf est le sous sche´ma ferme´ de Y de´finit par le faisceau
d’ide´aux ker (OY → f∗OX). Le re´sultat provient alors du fait que la formation de
f∗OX commute au changement de base plat lorsque f est se´pare´ et de type fini
et, par suite, que la formation du noyau commute au changement de base plat.

Remarque 9 Soit T un S-sche´ma inte`gre. Soit C → T une courbe stable dont
la fibre ge´ne´rique est lisse et hyperelliptique. On a alors un morphisme T → H¯g,S
dont l’image est (ensemblistement) contenue dans I¯g,S. Par suite, ce morphisme
se factorise par l’inclusion I¯g,S → H¯g,S car T est re´duit.
Examinons maintenant le bord de I¯g,C. Soit i un entier tel que 0 ≤ i ≤ g/2.
Soit C → Spec k une courbe stable de genre g sur un corps alge´briquement clos
k. Un point P de C sera dit de type βi si la normalisation de C en P est compose´e
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de deux composantes connexes de genre respectif i et g− i si i 6= 0, et connexe si
i = 0. Notons ∆i le lieu des points de H¯g,C correspondant a` des courbes stables C
de genre g ayant un point singulier de type βi. Il est prouve´ dans [2], §3 que ∆i
est irre´ductible et que H¯g,C \Hg,C = ∪i∆i. D’autre part, on montre ([1], Section
4, §b) que si i > 0 alors ∆i ∩ I¯g,C est irre´ductible, et qu’on a une de´composition
en composantes irre´ductibles
∆0 ∩ I¯g,C =
[(g−1)/2]⋃
j=0
Ξj
ou` Ξj est de´finie de la manie`re suivante. Soient C → Spec C un point de I¯g,C et
σ l’involution canonique de C (qui provient du fait que C est la re´duction d’une
courbe hyperelliptique lisse). Si j > 0, un point singulier P de C est dit de type
αj si P n’est pas fixe par σ et que la normalisation partielle de C en P et σ(P ) est
compose´ de deux composantes connexes de genre respectif j et g−j−1. Un point
singulier P est dit de type α0 s’il est fixe par σ et si l’involution hyperelliptique
permutte les branches analytiques de C en P . L’ensemble Ξj est alors le lieu des
points de I¯g,C repre´sentant des courbes ayant un point de type αj .
2.2 De´monstration des ine´galite´s (2)
Soient S un sche´ma, i : I¯g,S → H¯g,S l’inclusion, δ le diviseur du bord (c’est a`
dire le diviseur obtenu par changement de base S → Spec Z a` partir de H¯g,Z \
Hg,Z), on sait ([2], Corollary 1.9) que c’est un diviseur de Cartier, et λ le fibre´
de Hodge sur H¯g,S (c’est a` dire que pour une courbe stable pi : C → T a` laquelle
correspond un morphisme µ : T → H¯g,S on a µ
∗λ = det
(
pi∗ωC/T
)
). Dans le cas
ou` le sche´ma de base est le spectre d’un anneau de valuation discre`te, on a les
interpre´tations suivantes :
Proposition 10 Soient R un anneau de valuation discre`te dont le corps re´siduel
est alge´briquement clos et S = Spec R. Soit C → S un courbe stable dont la fibre
ge´ne´rique est lisse. Soit µ : S → H¯g,S une section correspondant a` un plongement
tricanonique de C. Soient q1, . . . , qr les points singuliers de la fibre spe´ciale Cs
d’e´paisseurs respectives e(q1), . . . , e(qr) dans C, t une e´quation locale de δ en
µ(s). Alors
∑r
i=1 e(qi) = νK(µ
#(t)).
Preuve : Voir [10], section 5, Lemme. 
Remarque 11 Cette interpre´tation est encore ve´rifie´e par l’image re´ciproque
δ′ := i∗δ de δ sur I¯g,S.
Remarque 12 Notons λ′ l’image re´ciproque du fibre´ de Hodge λ sur I¯g,S. Soient
C → S une courbe hyperelliptique et T → S un morphisme. On montre aise´ment
que la formation du fibre´ λ′ commute au changement de base.
8
Proposition 13 Soient T un sche´ma et C → T une courbe lisse hyperelliptique.
Alors il existe une section canonique ΛC/T ∈ (detH
0(C, ωC/T ))
⊗8g+4 qui est une
base et dont la formation commute au changement de base.
Preuve : Traitons d’abord le cas ou` il existe un morphisme f : C → P1T fide`lement
plat et fini de degre´ 2. Alors il existe un recouvrement de T par des sche´mas
affines Ti = Spec Ai tel que CTi contient un ouvert isomorphe a`
Spec Ai[x, y]/(y
2 +Qi(x)y − Pi(x)).
On montre alors que
ΛCTi/Ti = ∆
g
(
dx
2y +Qi
∧ . . . ∧
xg−1dx
2y +Qi
)⊗8g+4
(ou` ∆ est le discriminant de l’e´quation comme de´fini par exemple dans [11],
section 1.2) de´finit une base et ne de´pend pas du choix de l’e´quation (cf par
exemple [8] Proposition 2.2).
Soit V un ouvert affine de Ti ∩ Tj, alors
ΛCTi/Ti |V = ΛCTj /Tj |V
car ces deux sections ne de´pende pas des e´quations choisies. On peut donc recoller
les ΛCTi/Ti et ainsi obtenir une section ΛCT /T .
Dans le cas ge´ne´ral, d’apre`s [15], Theorem 5.5, on peut trouver une famille
de sche´mas T ′i affines et un morphisme fide`lement plat ∪iTi → T tel que pour
tout i, il existe un morphisme fide`lement plat C ×T Ti → P1Ti de degre´ 2. Par
suite, on peut de´finir pour tout i une section ΛCT ′
i
/T ′i
. Il reste alors a` recoller ces
sections. Mais comme la formation de λ commute au changement de base, et que
le pre´faisceau (fppf) associe´ au faisceau (Zariski) cohe´rent λ est un faisceau, le
re´sultat provient de l’unicite´ de la section canonique sur Ti ×T Tj. 
Soient S = Spec R le spectre d’un anneau de valuation discre`te, pi : C → S une
courbe stable dont la fibre ge´ne´rique est lisse et hyperelliptique, et µ : S → I¯g,S
une section de I¯g,S correspondante. Notons Λ la section canonique ΛCη/K du fibre´
de Hodge sur S. Si Λ0 est une base de µ
∗λ′⊗8g+4, il existe a ∈ K tel que Λ = aΛ0.
On note alors Ords(Λ) = ν(a) et δs la somme des e´paisseurs des points doubles
de la fibre spe´ciale de C.
Notons Λ′ la section canonique de λ′⊗8g+4 sur I¯g,S et D le diviseur de Cartier
sur I¯g,S associe´ a` la section rationnelle Λ
′.
Proposition 14 Soit µ : S → I¯g,S un morphisme correspondant a` une courbe
stable hyperelliptique C → S dont la fibre ge´ne´rique est lisse, alors mult(µ∗D) =
Ords(Λ).
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Preuve : Soit Λ0 une base locale de λ
′⊗8g+4 au voisinage de µ(s). La fonction
me´romorphe a = Λ′/Λ0 est alors une e´quation locale du diviseur de Cartier D.
On a, par de´finition, mult(µ∗D) = multR(µ
∗a) = Ords(Λ). 
Lemme 15 Soit A un anneau noetherien normal, alors pour tout f ∈ Frac(A),
f ∈ A si et seulement si pour tout p ∈ Spec A de hauteur 1 on a multAp(f) ≥ 0.
Preuve : Cela re´sulte de l’e´galite´
A =
⋂
p∈SpecA,ht(p)=1
Ap.

Le the´ore`me suivant, dont la de´monstration fait l’objet des sections suivantes,
est alors le point clef de la de´monstration du the´ore`me 1.
The´ore`me 16 Soient T un sche´ma re´gulier et de dimension 1, et τ un point
de T . On a l’e´galite´ (ensembliste) I¯g,T ×T Spec κ(τ) = I¯g,Specκ(τ). En particulier,
I¯g,T ×T Spec κ(τ) est irre´ductible.
Ce the´ore`me sera prouve´ dans la section 5.3.
Corollaire 17 Soit T un sche´ma re´gulier de dimension 1 dont le corps des fonc-
tions est de caracte´ristique ze´ro (T est donc excellent), alors le diviseur de Cartier
D − gδ′ est effectif sur le normalise´ I¯ ′g,T de I¯g,T .
Preuve : D’apre`s le lemme 15 il suffit de montrer que pour tout point ge´ne´rique
ξ′ de I¯ ′g,T de hauteur 1, on a multξ′(D − gδ
′) ≥ 0. Notons ξ l’image de ξ′ dans
I¯g,T . Comme T est excellent, le morphisme I¯
′
g,T → I¯g,T est fini et I¯g,T est uni-
versellement cate´naire. Par suite, d’apre`s [3] Proposition 5.6.10, le point ξ est de
hauteur 1 dans I¯g,T .
Notons A l’anneau local de I¯ ′g,T en ξ
′ et C → SpecA la courbe correspondant
au morphisme Spec A→ I¯g,T . Ainsi de´fini, A est un anneau de valuation discre`te
et la fibre ge´ne´rique de C → SpecA est lisse car le point ge´ne´rique de A correspond
au point ge´ne´rique de I¯g,T . Par suite, on a multξ′(D − gδ
′) = Ordξ′(Λ)− gδξ′.
Supposons que ξ′ ne soit pas dans la fibre ge´ne´rique de I¯ ′g,T → T . Notons τ
l’image de ξ′ dans T . Comme Ig,T ×T Specκ(τ) est dense dans I¯g,T ×T Spec κ(τ)
d’apre`s le the´ore`me 16, les points de I¯g,T ×T Spec κ(τ)\ Ig,T ×T Spec κ(τ) sont de
codimension ≥ 1 dans I¯g,T ×T Spec κ(τ). Il s’ensuit que ξ ∈ Ig,Spec κ(τ). Par suite,
C est lisse et on sait que pour de telle courbe, on a Ordξ′(Λ) − gδξ′ = 0, c’est a`
dire que D − gδ′ est effectif en ξ′.
Supposons que ξ′ soit dans la fibre ge´ne´rique de I¯ ′g,T → T . Comme ξ est de
hauteur 1, la fibre spe´ciale de C → SpecA posse`de au plus deux composantes
irre´ductibles (cf. fin de la section 2.1). D’apre`s le calcul fait en caracte´ristique
ze´ro (cf annexe A) on a Ords(Λ) − gδs ≥ 0 donc multξ′(D − gδ
′) ≥ 0, ce qui
prouve que D − gδ′ est effectif sur I¯ ′g,T 
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Lemme 18 SoientX un sche´ma inte`gre quasi-compact,D0 un diviseur de Cartier
effectif, Z = supp(D0) et U = X \ Z. Soit E un diviseur de Cartier sur X tel
que E|U soit effectif. Alors il existe un entier n ∈ N tel que D+nD0 soit effectif.
Preuve : Quitte a` remplacer X par des ouverts affines assez petits, on peut sup-
poser queX = Spec A. Soit f une e´quation locale de´finissant D0 et s une e´quation
locale de´finissant D. Comme on a OX(U) = Af , s est de la forme a/f
n, ce qui
de´montre le lemme. 
Soient S le spectre d’un anneau de valuation discre`te et C → S une courbe
stable a` fibre ge´ne´rique lisse hyperelliptique. Elle est alors munie d’un plongement
tricanonique. Il lui correspond un morphisme
µ : S → H¯g,S.
Comme la courbe C est hyperelliptique et que R est re´duit, ce morphisme se
factorise par I¯g,S (cf Remarque 9) et on a le diagramme
S
µ //
µ′
  @
@
@
@
@
@
@
@
H¯g,S
I¯g,S
OO
Preuve du the´ore`me 1 : Tout d’abord, quitte a` changer R en son comple´te´ (ce
qui ne change pas les valuations Ords(Λ) et δs), on peut supposer que R est
complet. Par suite, il existe un sche´ma excellent T dont le corps de fraction est
de carate´ristique ze´ro et tel que la courbe C → S corresponde a` un morphisme
µ : S → I¯g,T (on peut prendre T = SpecR si carFrac(R) = 0 et dans le cas
contraire, T = SpecW (k)[[t]] ou`W (k) est l’anneau des vecteurs de Witt du corps
re´siduel de T ). Notons x l’image du point ferme´ de S par µ et A l’anneau local
de x dans I¯g,T . On a alors un morphisme µ
# : A → R. Par suite, si f est une
e´quation locale de D sur un voisinage X = Spec A de x, et h est une e´quation
locale de gδ′, f/h ∈ A′ (cloˆture inte´grale de A) d’apre`s le corollaire 17 et le lemme
15. C’est a` dire qu’il existe am−1, . . . , a0 ∈ A tel que (f/h)
m + am−1(f/h)
m−1 +
. . . + a0 = 0. Or d’apre`s le lemme 18 il existe un entier n tel que le diviseur
de Cartier D + nδ′ soit effectif, ce qui equivaut a` dire que fhn est une fonction
re´gulie`re sur A. D’autre part, µ#(h) 6= 0 (car la fibre ge´ne´rique de C est lisse)
et comme µ#
(
(fhn)m + am−1(fh
n)m−1hn+1 + . . .+ a0h
(n+1)m
)
= 0, on voit que
µ#(fhn)/µ#(hn+1) est entie`re sur R, donc appartient a` R.
D’autre part, comme la formation de D et de δ′ commute au changement de
base S → Spec A, l’ordre de µ#(fhn+1/µ#(hn) dans R est e´gal a` Ords(Λ)− gδ
′
d’apre`s les propositions 14 et 10, ce qui de´montre le the´ore`me.
Le meˆme raisonnement pouvant eˆtre tenu pour le diviseur g2δ′ − D, les
ine´galite´s (2) sont de´montre´es. 
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On peut de`s lors supprimer l’hypothe`se de bonne re´duction en 2 dans [8]
Theorem 6 et Theorem 7.1, et obtenir le corollaire suivant
Corollaire 19 Fixons une me´trique C∞ ‖ ‖Mod sur ωCg/H¯g (Cg est la courbe
stable universelle sur H¯g) et un ε > 0. Soient K un corps de nombres, S =
Spec(OK), pi : C → S une courbe stable de genre g ≥ 2 dont la fibre ge´ne´rique est
hyperelliptique. Alors il existe une constante c′ = c′(‖ ‖Mod, ε) ne de´pendant que
de ‖ ‖Mod et de ε telle qu’on ait l’ine´galite´ suivante
(ωC/S.ωC/S) ≤
(
3
g2 + ε
2g + 1
− 1
)(∑
p∈S
δplogNp+
∑
σ:K→C
δσ(Cσ)
)
+ c′[K : Q]
ou` Np de´signe le cardinal du corps re´siduel de S en p et ou` (ωC/S.ωC/S) (autoint-
ersection du fibre´ dualisant au sens d’Arakelov) et δσ(Cσ) (δ invariant de C) sont
de´finis a` l’aide de la me´trique ‖ ‖Mod sur ωC/S.
3 Courbes semi-stables hyperelliptiques
3.1 Rappels sur les torseurs de degre´ p
Soient X un sche´ma localement noetherien et G un sche´ma en groupes affine
d’ordre p sur X . Les G-torseurs au-dessus de X sont alors classifie´s a` isomor-
phisme pre`s par H1(X,G) (cf [16], Corollary III.4.7 et Corollary III.2.10), la
cohomologie e´tant prise au sens ppf (plate et de pre´sentation finie). D’autre part,
dans le cas ou` G est isomorphe a` αp ou µp et ou` X est une varie´te´ alge´brique
sur un corps parfait de caracte´ristique p, on a une description des G-torseurs
au-dessus de X en terme de formes diffe´rentielles.
The´ore`me 20 Soit X comme ci-dessus. Notons C l’ope´rateur de Cartier sur
H0(X,Ω1X), on a
H1(X,αp) = {ω ∈ H
0(X,Ω1X) | dω = 0,Cω = 0}
et
H1(X,µp) = {ω ∈ H
0(X,Ω1X) | dω = 0,Cω = ω}.
Preuve : Voir [16], proposition III.4.14. 
D’autre part, lorsque X est un sche´ma affine, on a une desciption explicite
des torseurs sous les groupes p-cycliques.
The´ore`me 21 Soit X un sche´ma sur Fp tel que H
1(X,OX) = 0 alors
H1(X,αp) = H
0(X,Ga)/H
0(X,Ga)
p.
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En particulier, si X = Spec(A) alors
H1(X,αp) = A/A
p
et les αp torseurs au-dessus de X sont de la forme Spec(B) avec B = A[y]/(y
p−
u), ou` u est un e´le´ment de A unique a` addition par une puissance p-ie`me pre`s.
La forme diffe´rentielle associe´e est alors ω = du.
Preuve : Voir [16], §III.4, Infinitesimal coverings, p. 128. 
The´ore`me 22 Soit X un sche´ma sur Fp tel que Pic(X) = 0. Alors
H1(X,µp) = H
0(X,Gm)/H
0(X,Gm)
p.
En particulier, si X = Spec(A) est un sche´ma affine, alors
H1(X,µp) = Gm(A)/Gm(A)
p,
et les µp-torseurs au-dessus de X sont de la forme Spec(B) avec B = A[y]/(y
p−u)
ou` u est une unite´ de A, unique a` multiplication par la puissance p-ie`me d’une
unite´ pre`s. La forme diffe´rentielle associe´e est alors ω = du
u
.
Preuve : Voir [16], §III.4, Kummer theory, p. 125. 
Remarque 23 Soient X = Spec(A) un sche´ma affine sur Fp et Y un µp-torseur
au-dessus de X . Une repre´sentation de Y sous la forme Spec(A[w]/(wp−u)) e´tant
choisie, on peut oublier la structure de µp-torseur et munir Y d’une structure (non
canonique) de αp-torseur au-dessus de X en conside´rant le morphisme αp×Y →
Y correspondant a` l’homomorphisme de´fini par
A[w]/(wp − u) → A[x]/(xp)⊗A A[w]/(w
p − u)
w 7→ x⊗ 1 + 1⊗ w .
(3)
On ve´rifie sans peine que ceci de´finit une structure de αp-torseur. Cette structure
de´pend du choix de u.
Remarque 24 Dans le cas des Z/pZ-torseurs, on a un the´ore`me analogue (cf.
[16], §III.4). Les Z/pZ-torseurs au-dessus d’un sche´ma affine Spec(A) sur Fp sont
de la forme Spec(B) avec B = A[y]/(yp−y−u) ou` u est un e´le´ment de A, unique
a` addition pre`s par un e´le´ment de la forme ap − a avec a ∈ A.
Dans la suite, nous aurons besoin d’une forme “canonique” pour les torseurs
au dessus du disque formel, ceci nous est fournit par la proposition suivante.
Proposition 25 Soient k un corps alge´briquement clos de caracte´ristique p > 0,
A = k((x)), B une extension de degre´ p de A telle que Spec B soit un torseur
sur Spec A sous G. Alors il existe un ge´ne´rateur x′ de k[[x]], et un entier m ∈ Z
tels que
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(1) B = A[y]/(yp− y − x′−m) avec m > 0 et p ∤ m si G est e´tale. L’entier m est
alors de´termine´ de fac¸on unique.
(2) B = A[y]/(yp − x′−m) avec p ∤ m si G ∼= αp. L’entier m est alors de´termine´
de fac¸on unique.
(3) B = A[y]/(yp−x′−m) avec p ∤ m ou B = A[y]/(yp−(1+x′Q)) avec Q ∈ k[[x′]]
si G ∼= µp.
Preuve : C’est une conse´quence des the´ore`mes 22, 21 et de la remarque 24. 
De´finition 26 Avec les notations de la proposition pre´ce´dente, l’entier m est
appele´ le conducteur de B sur A dans les cas (1) et (2).
3.2 De´formation de p-groupe cyclique en e´gale caracte´ri-
stique p
On fixe un anneau de valuation discre`te R d’e´gale caracte´ristique p > 0.
Le cas de µp n’est pas traite´ ici car on ne peut pas de´former µp en Z/pZ en
e´gale caracte´ristique p (ceci peut se voir en passant au dual de Cartier).
Soient n ≥ 0 un entier et t une uniformisante de R. Conside´rons le morphisme
de sche´mas en groupes au-dessus de Spec(R) :
φn : Ga → Ga
de´duit de l’homomorphisme
φ#n : R[x] → R[x]
x 7→ xp − t(p−1)nx.
Par convention, t0 = 1. Notons Mn le noyau de φn, on a
Mn = Spec
(
R[w]/(wp − t(p−1)nw)
)
. (4)
On a alors une suite exacte pour la topologie fppf
0 //Mn // Ga
φn // Ga // 0 . (5)
En effet, par de´finition de Mn, il suffit de montrer que φn est surjective (pour
la topologie fppf) et pour cela, il est suffisant de voir que Mn est plat sur R (cf
[16], exercise 2.19), ce qui de´coule de (4).
Si n = 0, Mn est isomorphe a` Z/pZ. Si n > 0, la fibre ge´ne´rique de Mn est
isomorphe a` Z/pZ et sa fibre spe´ciale a` αp.
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Remarque 27 Si n > 0, la re´duction de la suite (5) modulo t donne la suite sur
k
0 // αp // Ga
x 7→xp // Ga // 0
dont l’exactitude est connue. Dans le cas n = 0, on retrouve la suite exacte
d’Artin-Schreier.
Proposition 28 Soient X un sche´ma de type fini sur Spec(R) et n ≥ 0. On sup-
pose que H1Zar(Xs,OXs) = 0 et que le morphisme H
0
Zar(X,OX)→ H
0
Zar(Xs,OXs)
est surjectif. Alors tout Mns torseur sur Xs se rele`ve en un M
n-torseur sur X.
Preuve : Il suffit de montrer que le morphisme de spe´cialisation
H1(X,Mn)→ H1(Xs,M
n
s ))
est surjectif. Pour cela, conside´rons la suite exacte (5). On a un diagramme com-
mutatif a` lignes exactes donne´ par la suite exacte longue de cohomologie (fppf) :
H0(X,Ga) //

H1(X,Mn) //

H1(X,Ga)

H0(Xs,Ga) // H1(Xs,Mns )
// H1(Xs,Ga).
Pour tout i ≥ 0 et tout sche´ma Y on a ([16], proposition III.3.7)
Hifppf(Y,Ga) = H
i
fppf(Y,OY ) = H
i
Zar(Y,OY ).
Les hypothe`ses sur X montrent qu’on a un diagramme commutatif
H0(X,Ga) //

H1(X,Mn)

H0(Xs,Ga) // // H1(Xs,Mns ).
Ce qui prouve que le morphisme H1(X,Mn)→ H1(Xs,M
n
s ) est surjectif. 
Corollaire 29 Si X est affine, alors tout Mns -torseur sur Xs se rele`ve en un
Mn-torseur sur X.
Remarque 30 Si X = Spec(A) est affine, la suite exacte (5) montre que
H1(X,Mn) = A/φn(A)
avec φn : a 7→ a
p−t(p−1)na. Par suite, lesMn-torseurs au dessus de X sont affines
de la forme
Spec(A[w]/(wp − t(p−1)nw − a))
ou` a est un e´le´ment de A unique a` l’addition d’un e´le´ment de φn(A) pre`s. En
particulier, e´tant donne´ le the´ore`me 21 et la remarque 24, on voit que pour relever
des Mn-torseurs au-dessus d’un sche´ma affine, il suffit de relever une e´quation.
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3.3 Reveˆtement p-admissible et courbes hyperelliptiques
De´finition 31 Nous appelons courbe courbe semi-stable sur un corps alge´brique-
ment clos k une courbe connexe, propre, re´duite de dimension 1 sur Spec(k) dont
les composantes irre´ductibles sont lisses et dont les points singuliers sont doubles
ordinaires.
Soit C une courbe semi-stable sur un corps alge´briquement clos, on lui as-
socie un graphe appele´ graphe d’intersection de C dont les sommets sont les
composantes irre´ductibles de C et les areˆtes sont les points doubles, deux som-
mets e´tant relie´s par les areˆtes correspondant aux points doubles de l’intersection
des deux composantes. La plupart des graphes conside´re´s seront oriente´s, cette
orientation e´tant fixe´e arbitrairement.
Pour toute varie´te´ alge´brique V sur k, on note Vlisse l’ouvert de lissite´ de
V . Soit Y une courbe semi-stable sur k. On note ΓY le graphe d’intersection
de Y . Pour tout sommet v de ΓY , on note Fv la composante irrductible de Y
correspondante v et F 0v := Fv ∩ Ylisse.
De´finition 32 Soit k un corps alge´briquement clos de caracte´ristique p > 0. Soit
f : Y → X un morphisme fini de courbes projectives lisses sur k. Soit U un ouvert
affine de X tel que f−1(U)→ U soit un torseur sous un des groupes alge´briques
G = Z/pZ, αp et µp sur k. La structure du torseur est induit par un e´le´ment
u ∈ OX(U) a` la manie`re des the´ore`mes 21, 22 et de la remarque 24. Soit P ∈ Y
un point ramifie´ de f . Nous allons lui associer des entiers m(P ) (conducteur) et
h(P ) (re´sidu). Notons Q = f(P ). Si G = Z/pZ, on pose m(P ) e´gal au conducteur
de Hasse de l’extension OX,Q → OY,P , et h(P ) = 0. Si G = αp, on pose
m(P ) = −(1 + OrdQdu), h(P ) = 0.
Enfin, si G = µp (donc u ∈ OX(U)
∗), on pose
m(P ) = −(1 + OrdQdu/u), h(P ) = ResQdu/u.
Ces entiers ne de´pendent pas du choix de u, mais uniquement de la structure de
torseur au-dessus de U .
Lemme 33 Conservons les notations ci-dessus.
(a) Si G = αp ou Z/pZ, alors m(P ) 6= 0.
(b) Si G = µp, alors m(P ) = 0 si et seulement si n := OrdPu est premier a` p,
et on a alors h(P ) = n (dans k).
(c) Supposons G = µp et X = P
1
k. Alors quitte a` multiplier u par une puissance
p-ie`me dans OX(U)
∗ (ce qui ne change pas la structure de torseur), on a
u ∈ O∗X,f(P ) pour tout P ∈ Y tel que m(P ) 6= 0.
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Preuve. (a)–(b) Si G est e´tale, on a m(P ) > 0 par la de´finition du conducteur de
Hasse. Dans le cas G radiciel, les proprie´te´s se ve´rifient aise´ment en e´crivant u
sous la forme u = pinu0 avec pi un parame`tre local de X en Q et u0 ∈ O
∗
X,Q.
(c) On a (u) = pD1 + D0 ou` les Di sont des diviseurs sur X , et D0 est
a` coefficients premiers a` p. Soit Q0 un point du support de D0 (qui est non
vide car u serait une puissance p-ie`me sinon). Alors il existe w ∈ k(X) tel que
(w) = D1 − (degD1)Q0. Il suit que w ∈ OX(U)
∗ et que (u/wp) est un diviseur
dont les coefficients (non nuls) sont premiers a` p. Si m(P ) 6= 0, alors OrdP (u/w
p)
est divisible par p, donc nul. 
De´finition 34 Soit k un corps alge´briquement clos de caracte´ristique p > 0. Un
reveˆtement p-admissible de courbes semi-stables consiste en la donne´e de :
(1) un morphisme fini surjectif f : Y → X de courbes semi-stables sur k ;
(2) une application qui a` chaque sommet v de ΓY associe un couple (Gv, uv), ou`
Gv est l’un des groupes alge´briques Z/pZ, αp et µp sur k, et ou` uv est une
fonction rationelle sur f(F 0v ).
Ces donne´es doivent ve´rifier les proprie´te´s suivantes :
(a) f−1(Xlisse) = Ylisse ;
(b) pour tout sommet v de ΓY , il existe un ouvert non vide Uv ⊂ f(F
0
v ) tel
que f−1(Uv) → Uv soit un torseur sous Gv, de´fini par uv a` la manie`re des
the´ore`mes 21, 22 et de la remarque 24 (uv = 0 si f
−1(Uv) n’est pas connexe).
En particulier, f−1(f(Fv)) → f(Fv) est un morphisme fini de degre´ p. On
dira que v est e´tale (resp. radiciel) si Gv est e´tale (resp. radiciel).
(c) Soit a une areˆte (oriente´e) de ΓY correspondant a` un point d’intersection P .
Supposons que f−1(f(P )) = {P}. On dira que a est une areˆte ramifie´e. Alors
on demande que l’une des extreˆmite´s de a soit radicielle. Soit v le sommet
d’origine de a. Posons m(a) = m(P ) et h(a) = h(P ). Alors on impose la
condition de compatibilite´ :
m(a) = −m(a¯), h(a) = −h(a¯),
ou` a¯ est l’areˆte oppose´e de a.
On notera un reveˆtement p-admissible par (f : Y → X, {(Gv, uv)}v). On dira que
(f : Y → X, {(Gv, u
′
v)}v) est e´quivalent a` (f : Y → X, {(Gv, uv)}v) si uv et u
′
v
induisent la meˆme structure de torseur au-dessus de Uv ⊂ f(F
0
v ).
Dans toute la suite, on prendra pour Uv le plus grand ouvert de f(F
0
v ) tel que
f−1(Uv)→ Uv soit un torseur sous Gv de´fini par uv.
De´finition 35 ([4], §4) Soient k′ un corps alge´briquement clos de caracte´ristique
diffe´rente de p, Y et X deux courbes semi-stables sur k′ et f : Y → X un
morphisme fini. On dit que f est un reveˆtement p-admissible si les conditions
suivantes sont re´alise´es :
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- il existe une action de Z/pZ sur Y libre sur un ouvert dense telle que f s’identifie
au morphisme quotient Y → Y/(Z/pZ).
- soit P un point fixe de Y sous l’action de Z/pZ, alors l’action de Z/pZ sur OY,P
est kummerienne (c’est a` dire que si on note χ1 et χ2 les caracte`res Z/pZ→ k∗
de´duits de l’action de Z/pZ sur chaque branche de Y en P , on a χ1χ2 = 1).
De´finition 36 Soient k un corps et C → Spec(k) une courbe stable de genre
arithme´tique g ≥ 2. On dira que C est hyperelliptique s’il existe un anneau de
valuation discre`te R1 dont le corps re´siduel est une extension finie k1 de k, une
courbe C → Spec R1 stable dont la fibre ge´ne´rique est lisse et hyperelliptique, et
dont la fibre spe´ciale est isomorphe a` Ck1.
Remarque 37 Soient k un corps, C → Spec(k) une courbe lisse hyperelliptique
de genre g ≥ 2, alors C est hyperelliptique au sens habituel.
Proposition 38 Supposons que K est de caracte´ristique ze´ro. Soit C → Spec(R)
une courbe stable dont la fibre ge´ne´rique est lisse et munie d’une action non
triviale d’un groupe G p-cyclique. Alors apre`s extension finie de R, il existe un
e´clatement C˜ → C et, si car k = p, des donne´es {(Gv, uv)}v∈ΓCs tels que C˜s →
(C˜/G)s (resp. (C˜s → (C˜/G)s, {(Gv, uv)}v∈ΓCs )) soit un reveˆtement p-admissible
d’une courbe semi-stable si car k 6= p (resp. car k = p).
Preuve : On peut supposer k alge´briquement clos. Supposons dans un premier
temps que k est de caracte´ristique diffe´rente de p. Quitte a` faire une extension de
R, on peut supposer que les e´paisseurs des points singuliers sont paires. Notons C˜
la courbe obtenue de C en e´clatant les points P de la fibre spe´ciale pour lesquels
G ne laisse pas fixe les branches analytique en P . Par suite, [20] The´ore`me 5.7
montre que C˜s → (C˜/G)s est p-admissible.
Supposons de´sormais que k est de caracte´ristique p. Quitte a` augmenter K, on
peut supposer que tout les points fixes de Cη sous G sont rationnels. Conside´rons
le mode`le minimal C˜ de C de´ployant les spe´cialisations des points de la fibre
ge´ne´rique fixes sous G en des points lisses et distincts. Par unicite´ du mode`le
minimal C˜, l’action de G se prolonge a` C˜. Quitte a` faire une extension ramifie´e de
l’anneau R, on peut supposer les e´paisseurs des points doubles paires. Soit P ∈ C˜s
un point singulier fixe sous G et tel que G permutte les branches analytiques
en P . Soit f1 : C˜1 → C˜ l’e´clatement de C˜ en P . Alors G ope`re sur C˜1 et les
points singuliers de C˜1,s contenus dans f
−1
1 (P ) ne sont pas fixes par G. On peut
donc supposer que G ne permutte les branches analytiques en aucun point de C˜.
Soient C1 et C2 deux composantes e´tales de C˜s et P ∈ C1 ∩ C2. Soit f2 : C˜2 → C˜
l’e´clatement de C˜ en P . Alors G agit sur C˜2 et l’intersection des transforme´es
strictes de C1 et C2 dans C˜2 ne contient aucun point de f
−1
2 (P ). On peut donc
supposer qu’aucun point fixe de C˜s n’est intersection de deux composantes e´tales.
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Pour chaque sommet v de ΓCs , la re´duction de l’action de G induit une struc-
ture de Gv-torseur (Gv est isomorphe a` αp, µp ou Z/pZ) sur un ouvert dense de
la composante correspondant a` v (d’apre`s l’e´tude faite dans dans [6], Proposition
1.6 sur la re´duction des µp-torseur) et on peut donc lui associer uv a` la manie`re
des the´ore`mes 21, 22 et de la remarque 24. Nous allons montrer que les donne´es
(C˜s → (C˜/G)s, {(Gv, uv)}) de´finissent un reveˆtement p-admissible, c’est a` dire que
les conditions (a), (b) et (c) de la de´finition 34 sont satisfaites :
(a) Comme G n’e´change pas les branches d’un point singulier, l’image re´ciproque
du lieu lisse de (C˜/G)s est le lieu lisse de C˜s.
(b) Le fait que f soit un Gv-torseurs en restriction a` un ouvert non vide de chaque
composante (correspondant a` v) du lieu lisse provient de la construction.
(c) Les compatibilite´s au niveau des conducteurs et des re´sidus proviennent de
[6], Proposition 3.1. 
4 Un the´ore`me de rele`vement en e´gale caracte´-
ristique
On de´montre dans cette section un the´ore`me de rele`vement des reveˆtements
p-admissibles en e´gale caracte´ristique p (The´ore`me 41). Pour cela, on commence
par donner quelques re´sultats sur le rele`vement des Z/pZ et αp-torseurs en e´gale
caracte´ristique.
4.1 Graphe de Hurwitz
Cette notion est tire´e de [6], de´finition 2.1. Nous e´tendons toutefois la notion
au cas ou` carK = p. On prendra pour convention ν(p) =∞ si K est un corps de
caracte´ristique p.
Soit Γ un graphe oriente´, nous noterons SomΓ (resp. ArΓ, resp. Ar+Γ )
l’ensemble des sommets (resp. des areˆtes oriente´es, resp. des areˆtes positives) de
Γ. Si G est un groupe abstrait fini agissant sur Γ, on de´signera par SomGΓ (resp.
ArGΓ) l’ensemble des sommets (resp. des areˆtes oriente´es) de Γ fixes sous l’action
de G. Si v est un sommet de Γ fixe sous G, Ar+(s) sera l’ensemble des areˆtes
oriente´es fixe sous G et ayant pour origine s.
Soit G un groupe p-cyclique agissant sans inversion (c’est a` dire que pour
toute areˆte a et pour tout τ ∈ G on a τa 6= a¯) sur Γ. Conside´rons la donne´e
H = (ε, g, d,m, h), ou` :
- ε : ArΓ → N est une application dans l’ensemble des entiers ≥ 0. Si v est un
sommet, ε(v) sera appele´ l’e´paisseur de s.
- g : SomΓ → N est une application. Si v est un sommet, on appellera g(v) le
genre de v.
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- d : SomΓ → (p − 1)N ∩ [0, ν(p)] est une application ; pour un sommet v fixe´,
l’entier d(v) sera appele´ sa diffe´rente.
- m : ArGΓ → Z est une application ; pour une areˆte oriente´e a fixe par G,
l’entier m(a) sera appele´ conducteur de a.
- h : ArGΓ → Z/pZ est une application ; pour une areˆte oriente´e a fixe par G,
l’entier h(a) sera appele´ re´sidu de l’areˆte.
Un sommet v est dit additif si ν(p) > d(v) > 0, e´tale si d(v) = 0 et, si K est
de caracte´ristique diffe´rente de p, on dira que v est multiplicatif si d(v) = ν(p).
La donne´e H est appele´e K-donne´e de Hurwitz sur Γ, relativement a` l’action de
G, si de plus les conditions suivantes sont satisfaites :
- L’action de G est compatible avec l’e´paisseur, le genre et la diffe´rente, c’est-
a`-dire que pour tout τ dans G, pour tout sommet v et toute areˆte a on a
ε(τ.a) = ε(a), g(τ.v) = g(v) et d(τ.v) = d(v).
- Pour toute areˆte a fixe par G, si m(a) est non nul alors m(a) est premier a` p.
- Pour tout sommet v e´tale fixe par G et pour toute areˆte oriente´e a d’origine v
fixe par G, on a m(a) > 0 et il existe un entier g′(v) ≥ 0 tel que
2g(v)− 2 = p(2g′(v)− 2)+
∑
a∈ArG(v)(m(a)+ 1)(p− 1) (“formule de Hurwitz”)
- Pour tout sommet v radiciel, on a les relations∑
a∈ArG(v)(m(a) + 1) = 2− 2g(v) (“degre´ du diviseur canonique”)∑
a∈ArG(v) h(a) = 0 (“the´ore`me des re´sidus”)
- Pour toute areˆte a fixe par G, on a m(a¯) = −m(a), h(a¯) = −h(a) et
d(t(a))− d(o(a)) = m(a)ε(a)(p− 1) (“loi de variation de la diffe´rente”)
Exemple 39 Soit R un anneau de valuation discre`te complet d’ine´gale caracte´ri-
stique (0, p). La donne´e d’une courbe pi : C → Spec(R) stable dont la fibre
ge´ne´rique est lisse, d’une action d’un groupe p-cyclique G sur C fournit naturelle-
ment un graphe de Hurwitz. En effet, notons C˜ le mode`le minimal de´ployant en
des points lisses distincts les spe´cialisations des points de la fibre ge´ne´rique de C
qui sont fixe sous G. Notons Γ le graphe dont l’ensemble des sommets est compose´
des composantes irre´ductibles de C˜s et des points fixes de Cη. Deux sommets v et
w sont relie´s par une areˆtes lorsque
- v et w correspondent a` deux composantes irre´ductibles de C˜s qui se coupe en un
point, il y a alors autant d’areˆtes joignant v et w que de points d’intersection
entre ces deux composantes.
- v correspond a` une composante de C˜s et w a` un point de C˜η se spe´cialisant sur
cette composante.
Pour plus de de´tail, voir [6], Proposition 3.1. Nous nous contentons ici d’illustrer
ce fait ge´ne´ral par un exemple. Supposons que C soit une courbe hyperelliptique
telle que C˜s soit donne´e par la figure 1.
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Points fixes sous G
v3
v4
v5
v6
v1
v2
Fig. 1: Fibre spe´ciale de C˜ et spe´cialisation des points fixes
Notons Γ le graphe obtenu comme pre´ce´dement. Pour chaque sommet vi du
graphe de Γ correspondant a` une composante irre´ductible de C˜s, la proposition
1.6 de [6], il existe un ouvert non vide de F 0vi naturellement muni d’une structure
de α2, µ2 ou` Z/2Z-torseur (en fonction de la valuation de la diffe´rente). De plus,
on peut associer a` vi le genre de la composante correspondante et la diffe´rente de
l’anneau local de son point ge´ne´rique (dans C). Pour chaque sommet vi correspon-
dant a` un point fixe sous G se spe´cialisant dans une composant v, le genre et la
diffe´rente sont fixe´s a` ze´ro. Pour chaque areˆte a de ΓCs , on peut donc associer un
conducteur et un re´sidu (comme dans la de´finition 33), une e´paisseur (l’e´paisseur
du point double correspondant dans C).
L’exemple suivant est alors un arbre de Hurwitz (les sommets provenant
de composantes irre´ductibles sont repre´sente´s par des points et les sommets
provenant de point fixe par des croix).
m = 1m = 1 v3v4v5v6
h = 1 h = 1
g = 1
m = 1 h = 1 h = 1
v2 v1
g = 1
m = 1 m = 1m = 1
m = −1
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4.2 E´nonce´ du the´ore`me de re´alisation
Dans toute cette section, on supposera que les sche´mas en groupes intervenant
dans la de´finition des reveˆtements p-admissibles sont isomorphes soit a` Z/pZ, soit
a` αp. Cette hypothe`se supple´mentaire sera justifie´e lors de la de´monstration du
the´ore`me 49. On suppose de plus dans cette section que car K = p.
De´finition 40 Soient R un anneau de valuation discre`te complet d’e´gale car-
acte´ristique p, X une courbe formelle semi-stable sur R (c’est a` dire que la fibre
spe´ciale de X est semi-stable), de fibre spe´ciale Xs et (fs : Ys → Xs, {(Gv, uv)}v)
un reveˆtement p-admissible. Un graphe de Hurwitz Γ sera dit adapte´ a` X et au
reveˆtement p-amissible (fs, {Gv, uv}v) si
- l’ensemble des sommets de Γ est compose´ des sommets de ΓYs et des points
re´guliers de Ys en lesquels fs n’est pas un torseur (i.e. les points de F
0
v \f
−1(Uv)).
- le genre des sommets de Γ correspondant a` une composante irre´ductible de Ys
est e´gal au genre de cette composante, et nul sinon.
- l’ensemble des areˆtes de Γ est compose´ des areˆtes de ΓYs et des couples (v, P )
ou` v est une composantes irre´ductibles de Ys, P est un point de F
0
v en lequel
fs n’est pas un torseur.
- les conducteurs et re´sidus en les areˆtes de Γ sont e´gaux aux conducteurs et
re´sidus en les points de Ys (comme dans la de´finition 32) correspondant.
- pour toute areˆte a de Γ correspondant a` un point singulier P de Ys, pε(a) est
e´gal a` l’e´paisseur de fs(P ) dans X (en particulier, cela impose que les e´paisseurs
des points singuliers de Xs soient multiples de p).
The´ore`me 41 Soient G un groupe p-cyclique abstrait, R un anneau de valuation
discre`te complet, X une courbe formelle semi-stable sur R, de fibre spe´ciale Xs et
(fs : Ys → Xs, {(Gv, uv)}v) un reveˆtement p-admissible tel que fs ne soit pas un
home´omorphisme. On fait les hypothe`ses suivantes :
(H1) pour tout v, Gv = Z/pZ ou αp.
(H2) soient v un sommet de ΓYs et P un point de F
0
v en lequel fs n’est pas un
torseur, alors Gv ∼= αp et l’ordre de uv en P est de la forme 1 − pn avec
n ≥ 0.
Si Γ est un graphe de Hurwitz adapte´ a` (X, (fs, {(Gv, uv)}v)) alors il existe une
courbe formelle semi-stable Y sur R munie d’une action de G et un R isomor-
phisme Y/G → X tel que la fibre spe´ciale du morphisme Y → X s’identifie a` fs.
Remarque 42 Ce the´ore`me est un analogue en e´gale caracte´ristique de certains
re´sultats de [6] et de [21], [22], [23] en ine´gale caracte´ristique.
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Corollaire 43 Soient Y et X deux courbes semi-stables sur Spec(k) et (f : Y →
X, {(Gv, uv)}v) un reveˆtement p-admissible comme dans le the´ore`me 41. Soient
X un rele`vement de X sur Spec R dont les e´paisseurs en chaque point singulier
est un multiple de p et Γ un graphe de Hurwitz adapte´ a` X et a` (f, {(Gv, uv)}).
Alors il existe une courbe semi-stable Y sur Spec(R) et un reveˆtement p-cyclique
f ′ : Y → X tels que la fibre ge´ne´rique de ce morphisme soit un reveˆtement
galoisien de degre´ p entre deux courbes lisses, et que f ′s = f .
Preuve : Il suffit d’alge´briser les donne´es du the´ore`me, ce qui est possible par le
the´ore`me d’age´brisation [3], Corollaire III.5.1.6. 
Pour la de´monstration de ce the´ore`me, on aura besoin d’un the´ore`me de rec-
ollement formel que nous rappelons ci-dessous.
Soit X une courbe formelle semi-stable sur R, de fibre ge´ne´rique lisse et
ge´ome´triquement connexe. Soient x1, . . . , xn des points ferme´s lisses de la fibre
spe´ciale de X avec xi ∈ F
0
vi
. On note Γ le graphe oriente´ d’intersection de X. Pour
tout sommet v de Γ, on notera Xv un ouvert formel de X dont la fibre spe´ciale
s’identifie a` F 0v \ {x1, . . . , xn}. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on notera Xi = SpfOˆX,xi
et si ηi est le point ge´ne´rique de Fvi , on notera αi : Spf
̂(OˆX,xi)ηi → Xi et
βi : Spf
̂(OˆX,xi)ηi → Xvi . Pour toute areˆte a de Γ correspodant a` un point double
P , on notera Xa la couronne formelle Spf OˆX,P et X
o
a = Spf
̂(OˆX,P )ηa,o, ou` ηa,o est
le point ge´ne´rique de Xa correspondant au bord origine. Pour toute areˆte a de Γ,
on dispose alors des morphismes canoniques αa : X
o
a → Xa et βa : X
o
a → Xo(a).
On note ∆X le sche´ma formel
 ∐
i∈{1,... ,n}
Xi

∐

 ∐
v∈Som(Γ)
Xv

∐

 ∐
a∈Ar(Γ)
Xa


et q la projection naturelle q : ∆X→ X.
Soit F un module cohe´rent sur X. Si v est un sommet (resp. a est une areˆte,
resp. i ∈ {1, . . . , n}) de Γ, on note Fv (resp. Fa, resp. Fi) la restriction de F
a` Xv (resp. Xa, resp. Xi). Autrement dit q
∗F = ((Fv), (Fa), (Fi)). Pour tout
i ∈ {1, . . . , n}, on a alors des isomorphismes φi(F) : α
∗
iFi → β
∗
i Fvi . Pour toute
areˆte a de Γ, on a alors un isomorphisme naturel φa(F) : α
∗
aFa → β
∗
aFo(a). Plus
ge´ne´ralement, si ∆F = ((Fv), (Fa), (Fi)) est un module cohe´rent sur ∆X, on
appelle donne´e de descente sur ∆F une collection d’isomorphismes φa : α
∗
aFa →
β∗aFo(a) et φi : α
∗
iFi → β
∗
i Fvi. Les modules cohe´rents munis d’une donne´e de
descente forment une cate´gorie note´e (∆CohX).
Proposition 44 Le foncteur q∗ : (CohX) → (∆CohX) est une e´quivalence de
cate´gories. Soit G un groupe fini, on a le meˆme re´sultat en remplac¸ant la cate´gorie
des modules cohe´rents par celle des G-alge`bres cohe´rentes galoisiennes (c’est a`
dire des OX-alge`bre A munie d’une action de G et telle que A
G = OX).
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Preuve : Voir [19], Theorem 3.4. 
4.3 Rele`vement des points isole´s
On suppose ici ue R est un anneau de valuation discre`te complet tel que
car K ≥ 0. Conside´rons un carre´ cocarte´sien
k[[x,y]]
(xy)
// k((x))× k((y))
k[[x′y′]]
(x′y′)
φ¯
OO
// k((x′))× k((y′))
φ¯o×φ¯t
OO
(6)
ou` φ¯, φ¯o et φ¯t sont des morphismes de degre´ p. On suppose de plus que Spec(φ¯o)
(resp. Spec(φ¯t)) est un torseur sous un sche´ma en groupe Go (resp. Gt) de degre´
p, isomorphe a` Z/pZ ou a` αp. Il lui correspond donc un conducteur mo (resp.
mt) premier a` p (non nul car Go et Gt ne sont pas isomorphes a` µp) et un re´sidu
ho (resp. ht). On dira qu’un tel carre´ cocarte´sien est p-admissible si on a de plus
mo = −mt, ho = −ht.
Soit G un groupe abstrait p-cyclique. E´tant donne´ un reveˆtement p-admissible
d’un point double comme dans (6) et un entier e > 0, une R-de´formation
d’e´paisseur e est la donne´e d’une action deG sur R[[x, y]]/(xy−te), d’une injection
φ de R[[x′, y′]]/(x′y′ − tpe) dans R[[x, y]]/(xy − te) d’image (R[[x, y]]/(xy − te))G
et d’un isomorphisme de la fibre spe´ciale du carre´ cocarte´sien
R[[x,y]]
(xy−te)
// R[[x]]{x−1} × R[[y]]{y−1}
R[[x′y′]]
(x′y′−tpe)
φ
OO
// R[[x′]]{x′−1} × R[[y′]]{y′−1}
φo×φt
OO
avec (6) (avec les notations de la section pre´ce´dente, Xoa
∼= Spec R[[x]]{x−1}).
Proposition 45 Soit K un corps complet de caracte´ristique p > 0. Soient mo >
0, e > 0, do ≥ 0 des entiers, posons dt = do+emo(p−1), t une uniformisante de K
et pi = tpe. Soit C la courbe projective lisse de´finie par l’e´quation V p−tdtV +T nt =
0. Soit P le mode`le
Spec R[
1
T
] ∪ Spec R[
pi
T
, T ] ∪ Spec R[
T
pi
].
Conside´rons f : C → P la normalisation de P dans C, et q0 le point d’intersection
de Ps. Alors f
−1(q0) est un point double ordinaire.
24
Preuve : Soient Wo = f
−1(Spec R[T
pi
]) et Wt = f
−1(Spec R[ 1
T
, T ]). Alors Wo ∪
Wt contient un ouvert dense de Cs. Conside´rons les R-alge`bres inte`gres Ao =
R[T
pi
, U ]/(Up− tdoU +
(
T
pi
)mo
) et At = R[T,
1
T
, V ]/(V p− tdtV +T−mo). On peut les
idetifier a` des sous alge`bres de K(C) en posant U = V
pimo
et on a alors Frac(Ao) =
Frac(At) = K(C).
De plus, Spec Ao et Spec At sont a` fibres ge´ne´riques normales et a` fibre
spe´ciales re´duites, ce sont dont des sche´mas normaux. Comme ils sont finis re-
spectivement sur Spec R[T
pi
] et Spec R[ 1
T
, T ], on aWo = Spec Ao etWt = Spec At.
Le sche´ma C est de Cohen-Macaulay, donc Cs ve´rifie la condition (S1) (cf. [13],
Exercice 8.2.11) et est donc re´duite (cf. [13], Proposition 7.1.15), re´union de deux
composantes irre´ductibles Γo := W¯o,s et Γt := W¯t,s.
On a f−1(q0) ⊂ Γo ∩ Γt ⊂ Γo \Wo,s et ce dernier est re´duit a` un point (par
unicite´ de la compactification de Wo,s par des points re´guliers). Par conse´quent,
f−1(q0) est re´duit a` un point q.
Notons ρ : Z → Cs la normalisation en q. On a la suite exacte
0→ OCs → ρ∗OZ → F → 0,
ou` F est un faisceau gratte-ciel a` support dans q et avec F(Cs) = O
′
Cs,q/OCs,q (ou`
′ signifie cloˆture inte´grale). On en de´duit une suite exacte longue
0→ k → k2 → F(Cs)→ H
1(Cs,OCs)→ H
1(Z,OZ)→ 0
avec dimk H
1(Cs,OCs) = g(C). Calculons H
1(Z,OZ). Soit Γ
′
o la normalisation
de Γo en q, c’est aussi le comple´te´ de Wo,s par adjonction d’un point re´gulier.
Il est facile de voir que pa(Γ
′
o) = (mo − 1)(p − 1)/2 = g(C). Or H
1(Z,OZ) →
H1(Γ′o,OΓ′o) est surjectif car Γ
′
o est une composante connexe de Z, il suite que
dimk H
1(Z,OZ) ≥ g(C), et donc dimk F(Cs) = 1. Cela implique que q est un
point double ordinaire. 
Corollaire 46 Soient do ≥ 0, dt ≥ 0 et e > 0 des entiers tels que dt − do =
emo(p− 1). On suppose que do (resp. dt) est nul si et seulement si Go (resp. Gt)
est e´tale. Alors il existe une R-de´formation du carre´ cocarte´sien (6) telle que les
diffe´rentes aux bords soient do et dt.
Preuve : Il suffit de conside´rer le morphisme OˆP,q0 → OˆC,q de la proposition
pre´ce´dente. 
Inte´ressons nous maintenant au relevement des points re´guliers ramifie´s.
Proposition 47 Soit f : Speck[[u]] → Speck[[v]] un morphisme tel que le mor-
phisme induit Speck((u))→ Speck((v)) soit un αp-torseur de´finit par une fonc-
tion w ∈ k((v)) de valuation 1 − pm avec m ≥ 0. Soit n > 0 un entier.
Alors il existe un morphisme SpecR[[U ]] → SpecR[[V ]] tel que le morphisme
induit SpecR[[U ]]{1/U} → SpecR[[V ]]{1/V } soit un Mn-torseur et dont la fibre
spe´ciale est f .
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Preuve : Par de´finition de w, k((u)) est de la forme k((v))[u]/(up − w). Quitte a`
changer de parame`tre v, on peut supposer que w = v1−pm. Par suite,
R[[V ]][U ]/(Up − t(p−1)nV (p−1)mU + V )
convient. 
4.4 Preuve du the´ore`me 41
Cette de´monstration s’inspire de celle du the´ore`me de rele`vemnt de [7].
Par de´finition d’un graphe de Hurwitz adapte´, on a une inclusion canonique
ΓYs → Γ, on considerera donc les sommets de ΓYs e´galement comme des sommets
de Γ. On note y1, . . . , yn les points lisses de Ys en lesquels fs n’est pas un torseur
et xi = fs(yi). On reprend alors les notations de la proposition 44.
Comme fs n’est pas un home´omorphisme, il existe un sommet v˜ ∈ ΓYs tel que
la restriction de fs a` un ouvert non vide de F
0
v˜ soit e´tale. Par suite, d(v˜) = 0.
Les conditions de compatibilite´s sur les diffe´rentes imposent alors que pour tout
sommet v˜1 de Γ, on ait (p− 1)|d(v˜1). Soit v un sommet de ΓXs et v˜ un sommet
de ΓYs au dessus de v. Notons nv = d(v˜)/(p − 1). Cet entier est inde´pendant
du choix du rele`vement v˜ car Γ est un graphe de Hurwitz. Supposons dans un
premier temps que v˜ est fixe sous l’action de G. D’apre`s le corollaire 29, il existe
un Mnv-torseur Uv au dessus de Xv relevant fs au dessus de Xv,s. Supposons
maintenant que v˜ n’est pas fixe sous l’action de G. Posons Uv := G × Xv. On
a alors une projection canonique Uv → Xv. Dans tout les cas, Uv → Xv est un
G-reveˆtement galoisien.
Soit i ∈ {1, . . . , n}. Alors, par l’hypothe`se (H2), fs est un home´omorphisme au
voisinage de yi. Notons vi le sommet correspondant a` la composante contenant
xi et v˜i le sommet de Γ au dessus de vi. L’hypothe`se (H2) et la proposition
47 permettent de relever fs,y : SpecOˆYs,y → SpecOˆXs,xi et ainsi de´finir un G-
reveˆtement galoisien Ui de Xi telle que la diffe´rente en le point ge´ne´rique de Xi,s
soient d(v˜) = (p− 1)ni. Construisons maintenant l’isomorphisme φi. On sait que
OUvi ,ηi ⊗OX,ηi
̂(OX,xi)ηi
∼= R[[T ]]{T−1}[U ]/(Up − tniU −Q)
avec Q ∈ R[[T ]]{T−1} et
OUi,ηi ⊗OX,ηi
̂(OX,xi)ηi
∼= R[[T ]]{T−1}[U ′]/(U ′
p
− tniU −Q′)
avec Q′ ∈ R[[T ]]{T−1} et Q = Q′ mod t. Par suite, Q = T−m(α + tQ1(1/T ) +
TQ2(T ) + tQ3(T )) avec Q1 ∈ R{T}, Q2, Q3 ∈ R[[T ]], α ∈ R \ tR et m > 0 un
entier premier a` p. Posons T ′ = T (α+ tQ1(1/T ) + TQ2(T ) + tQ3(T ))
1
m . Alors T ′
est un parame`tre local de X en xi et on a donc
OUvi ,ηi ⊗OX,ηi
̂(OX,xi)ηi
∼= R[[T ′]]{T ′
−1
}[U ]/(Up − tniU − T ′
−m
).
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De meˆme, on peut trouver un parame`tre T ′′ de R[[T ]]{T−1} tel que
OUi,ηi ⊗OX,ηi
̂(OX,xi)ηi
∼= R[[T ′′]]{T ′′
−1
}[U ′]/(U ′
p
− tniU ′ − T ′′
−m
).
Le morphisme φi est alors de´fini par φi(T
′) = T ′′ et φi(U) = U
′.
Soit a une areˆte de ΓXs et a˜ une areˆte de ΓYs au-dessus de a. Supposons dans
un premier temps que a˜ est fixe sous l’action de G, la proposition 46 permet de
construire un rele`vement Ua de fs au dessus de Xa avec, au bord de la couronne
formelle, les diffe´rentes d(o(a˜)) et d(t(a˜)). Par suite, on peut contruire des iso-
morphismes φa et φa¯ par la meˆme me´thode que pour les points xi. Supposons
maintenant que a˜ n’est pas fixe sous l’action de G. On pose Ua := G × Xa.
Supposons que o(a) soit non fixe sous l’action de G, on peut alors de´finir l’iso-
morphisme φa comme provenant de l’isomorphisme α
∗
aOXa → β
∗
aOXoa . Supposons
maintenant que o(a) est fixe sous l’action de G. Comme a n’est pas fixe, l’action
de G est non triviale sur o(a) et on a un isomorphisme de OXo(a)[G]−module
OUo(a) ⊗OXo(a) OX
o
a
∼= G×OXoa . On obtient donc un isomorphisme, note´ φa,
OUo(a) ⊗OXo(a) OX
o
a
∼= G×OXoa
∼= G×OXa ⊗OXa OXoa = Ua ⊗OXa OXoa .
Par suite, le the´ore`me 44 nous permet de construire une G-alge`bre galoisienne
A de sorte que Spf(A) re´ponde a` la question. 
Remarque 48 On peut remarquer que dans les donne´es du the´ore`me pre´ce´dent,
il n’y a pas de condition de cocycle a` ve´rifier.
5 Un the´ore`me de rele`vement des courbes hy-
perelliptiques
On fixe un anneau de valuation discre`te complet R. On souhaite montrer dans
cette section que toute courbe stable hyperelliptique C sur Spec(k) (cf. de´finition
36) s’e´tend, quitte a` faire une extension finie de R, en une courbe hyperelliptique
C sur Spec(R) dont la fibre ge´ne´rique est lisse, et ceci inde´pendamment des car-
acte´ristiques de K et k. Les techniques utilise´es n’e´tant pas diffe´rentes de celles
utiles pour le rele`vement des reveˆtements p-admissibles en ge´ne´ral, on traitera ce
dernier cas.
Le cas ou` car k 6= p est traite´ dans [5] The´roe`me 3.7, on supposera de´sormais
que car k = p. On e´tudira d’abord le cas d’e´gale caracte´ristique et on montrera
que cela implique le cas d’ine´gale caracte´ristique.
5.1 Re´duction des hypothe`ses du the´ore`me 41
On suppose ici que cark = p. Comme on ne peut pas de´former µp en Z/pZ
en e´gale caracte´ristique p, il est ne´cessaire de se restreindre au cas ou` les torseurs
intervenant dans les reveˆtements p-admissibles sont des αp ou des Z/pZ-torseurs.
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The´ore`me 49 Soit k un corps alge´briquement clos de caracte´ritique p > 0. Soit
(f : Y → X, {(Gv, uv)}) un reveˆtement p-admissible de courbes semi-stables sur
k. Supposons que pa(X) = 0. Alors il existe un reveˆtement p-admissible (f : Y →
X, {(G′v, u
′
v)}) tel que pour tout v, on a G
′
v 6= µp (i.e. on a e´limine´ les µp-torseurs
du reveˆtement p-admissible).
Plus pre´cise´ment, si Gv 6= µp alors (G
′
v, u
′
v) = (Gv, uv). Si Gv = µp, on a
G′v = αp, et pour toute areˆte a d’origine v telle que m(a) 6= 0, le conducteur
m′(a) associe´ a` G′v en a ve´rifie m
′(a) = m(a).
Preuve : D’apre`s le lemme 33 (c), quite a` remplacer notre reveˆtement p-admissible
par un autre qui lui est e´quivalent, on peut supposer que pour tout sommet v
avec Gv = µp, et pour tout point P de Fv tel que m(P ) 6= 0, on a Ordf(P )uv = 0.
On peut supposer qu’il existe un sommet v0 tel que Gv0 = µp. Soit d(, ) la
distance sur le graphe ΓY (elle existe meˆme si ΓY n’est pas force´ment un arbre).
Nous allons construire les u′v par re´currence sur d(v0, v), G
′
v e´tant toujours de´finit
comme dans l’e´nonce´ du the´ore`me. Posons u′v0 = uv0 . Pour toute areˆte a d’origine
v0 telle que m(a) 6= 0, on a Ordadu
′
v0
= Orda(
duv0
uv0
) donc m′(a) = m(a). Fixons un
entier d ≥ 0. Supposons avoir construit u′v pour tout v de distance d(v0, v) ≤ d,
avec les proprie´te´s suivantes :
(A) u′v = uv si G 6= µp ;
(B) si Gv = µp, alors u
′
v/uv est une puissance p-ie`me, et si a est une areˆte
d’origine v tel que m(a) 6= 0, alors m′(a) = m(a) ;
(C) la condition de compatibilite´ m′(a) = −m′(a¯) est ve´rifie´e pour toute areˆte
ramifie´e reliant les sommets v de distance d(v, v0) ≤ d (noter que h
′(a) =
h′(a¯) = 0 car G′v = αp).
Soit v un sommet de ΓY tel que d(v, v0) = d+1. Supposons que Fv rencontre
les composantes Fv˜ avec d(v˜, v0) ≤ d + 1 en au moins deux points, alors Fv est
contenu dans un cycle de ΓY . Comme ΓX est un arbre, il suit que les points
d’intersection de Fv avec ces autres composantes s’envoient sur le meˆme point
dans X , et sont donc non ramifie´s pour f . Par suite, v ainsi que les sommets v˜
tels que d(v˜, v0) ≤ d + 1 et que Fv ∩ Fv˜ 6= ∅ sont non ramifie´s, et il n’y a pas
d’areˆte ramifie´e reliant v et v˜. On prend donc u′v = uv. Les condictions (A)-(C)
ci-dessus sont triviales.
On peut donc supposer que v est relie´ a` un unique sommet v˜ tel que d(v˜, v0) ≤
d+ 1, et que Fv ∩ Fv˜ = {P}. On a alors d(v˜, v0) = d. Soit a l’areˆte reliant v a` v˜.
Supposons d’abord que m(a) 6= 0. Posons u′v = uv. Alors m
′(a) = m(a) (comme
pour v0 si Gv = µp). Par hypothe`se de re´currence, m
′(a¯) = m(a¯) car ce dernier
est non nul, il suit que m′(a) = −m′(a¯). On a donc les conditions (A)-(C).
Il reste le cas ou` m(a) = 0. On a alors Gv = µp et f(Fv) = P
1
k. De meˆme
pour Gv˜. La condition (B) sur v˜ implique que OrdPu
′
v est congru a` OrdPuv˜
modulo p. Comme h(a) = −h(a¯), il suit du lemme 33 (b) que n′v˜ := OrdPu
′
v˜
est congru a` −nv modulo p, ou` nv := OrdPuv. Il existe Q ∈ f(Fv) tel que
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OrdQuv soit premier a` p (car nv est premier a` p). Choisissons un parameˆtre x
de f(Fv) avec (x) = P − Q. Soient r = (n
′
v˜ + nv)/p ∈ Z et u
′
v = x
pruv. alors
m′(a¯) = −n′v˜ = 1 + OrdPdu
′
v = −m
′(a). On a donc ve´rifie´ la condition (C). Soit
a1 une areˆte d’origine v avec m(a1) 6= 0. Alors le point P1 correspondant a` a1 est
distinct de P et Q. Il suit imme´diatement du fait x, uv ∈ O
∗
f(P1)
que
m′(a1) = −(1 + OrdP1du
′
v) = −(1 + OrdP1duv) = m(a1).
Ce qui ache`ve la ve´rification de la condition (B) ainsi que la preuve de ce the´ore`me.

Proposition 50 Soit (f : Y → X, {(Gv, uv}v) un reveˆtement p-admissible tel
que pour tout sommet v de ΓY , Gv soit isomorphe a` Z/pZ ou` αp. Alors il existe
un reveˆtement p-admissible (f ′ : Y ′ → X ′, {(G′v, u
′
v}v) ve´rifiant les hypothe`se
(H1) et (H2) du the´ore`me 41 et des immersions ferme´es Y → Y
′ et X → Y ′ avec
pa(X
′) = pa(X), pa(Y
′) = pa(Y ).
Preuve : Notons Y ′ (resp. X ′) la courbe semi-stable obtenue en ajoutant transver-
salement a` Y (resp. X) une composante P1k en chaque point re´gulier P en lequel
f n’est pas un torseur (resp. en f(P )). Pour chaque sommet v′ de ΓY ′ provenant
d’un sommet v de ΓY , posons (G
′
v′ , u
′
v′) := (Gv, uv). Soit v
′ un sommet de ΓY ′ ne
provenant pas d’un sommet de ΓY . Posons G
′
v′ = αp. Par construction, il existe
un unique sommet v˜ de ΓY ′ tel que Fv′ ∩ Fv˜ 6= ∅ et cette intersection est re´duite
a` un point P . Notons n := OrdPuv˜. On montre aise´ment qu’il existe un entier
q > 0 et des entiers n1, . . . , nq ≥ 0 tels que
n =
q∑
i=1
1− nip.
Notons V la composante ajoute´e a` X en f(P ). Soient P1, . . . , Pq des points de V
distincts deux a` deux et de f(P ). Alors il existe uv′ ∈ H
0(V \{f(P ), P1, . . . , Pq},O
∗
V )
tel que (uv′) = −nf(P )+
∑
i(1−pni)Pi. Cette section rationnelle permet alors de
munir un ouvert dense de F 0v′ d’une structure de Gv′ torseur telle que l’hypothe`se
(H2) soit ve´rifie´e et ceci permet de de´finir un morphisme f
′ : Y ′ → X ′. On montre
alors aise´ment que (f ′ : Y ′ → X ′, {(G′v′ , u
′
v′)}v′) est un reveˆtement p-admissible.

5.2 Construction des donne´es de Hurwitz
Proposition 51 Soient (f : Y → X, {(Gv, uv)}v) un reveˆtement p-admissible
avec pa(Y ) ≥ 2 et pa(X) = 0. On suppose que si la caracte´ristique de K est p, la
description du reveˆtement p-admissible f ne fait pas intervenir de µp-torseurs.
Alors, quitte a` faire une extension finie de K, il existe un mode`le X de X sur R
et un graphe de Hurwitz Γ adapte´ a` X et a` (f : Y → X, {(Gv, uv)}v).
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Preuve : Notons Γ le graphe oriente´ (l’orientation e´tant choisie arbitrairement)
dont l’ensemble des sommets est la re´union de l’ensemble des sommets de ΓY et
de l’ensemble des points de Y en lesquels f n’est pas un torseur (cf. Exemple
39). Le graphe Γ vient alors naturellement avec des applications m, h ve´rifiant
les conditions de compatibilite´s (cf. de´finition 32). Soit v un sommet de Γ, si v
correspond a` une composante irre´ductible Y1 de Y , on pose g(v) = pa(Y1) et sinon
on pose g(v) = 0.
Par suite, les diffe´rentes e´galite´s ne faisant intervenir que les fonctions g, m et
h proviennent des e´galite´s classiques mentionne´e dans la de´finition des graphes
de Hurwitz.
Il reste alors a` de´finir les fonction ε et d. E´tant donne´ que la courbe Y est
stable de genre au moins 2, il y a au moins un sommet e´tale v0, e´ventuellement
non fixe sous G (sinon Y serait de genre nulle). On peut choisir un ordre partiel
(comme dans la de´monstration de 49) sur Γ′ (car celui-ci est un arbre) tel que v0
soit le plus petit e´le´ment pour cette ordre. Nous allons construire les fonctions ε
et d par “re´currence” sur cet ordre partiel.
Posons d(v0) = 0. Soit a une areˆte de ΓX joignant v1 a` v2 avec v1 ≤ v2.
Supposons que d soit de´ja` de´finit en v1, nous allons la de´finir en v2.
- Si v2 est e´tale, posons d(v2) = 0. Comme on a m(a¯) > 0 (car a¯ est une areˆte
d’origine e´tale) et que d(v1) ≥ 0, on peut prendre ε(a) = −
d(v1)
m(a)(p−1)
≥ 0.
- Si v2 est additif
- Si v1 est e´tale alors m(a) > 0 et d(v1) = 0, on peut donc trouver ε(a) tel que
0 < (p− 1)ε(a)m(a) et par suite, on pose d(v2) = (p− 1)ε(a)m(a)
- Si v1 est additif on a 0 < d(v1) donc on peut prendre ε(a) tel que 0 <
d(v1) + (p− 1)m(a)ε(a), on pose alors d(v2) = d(v1) +m(a)ε(a)(p− 1)
Dans tout les cas, on peut trouver d(v2) et ε(a) tel que
d(v2)− d(v1) = (p− 1)m(a)ε(a).
On peut donc construire par re´currence des applications ε et d a` valeur rationnelle
ve´rifiant les hypothe`ses. Par suite, quitte a` multiplier ε et d par une meˆme con-
stante, on peut supposer qu’elles sont a` valeures entie`res. En relevant ces appli-
cations sur Γ, on fait de celui-ci un graphe de Hurwitz.
On peut alors construire une mode`le X sur R de X tel Γ soit un graphe de
Hurwitz adapte´ a` X et a` (f, {(Gv, uv)}v) d’apre`s [5] Proposition 2.6. 
5.3 The´ore`me de rele`vement des courbes hyperelliptiques
stables
The´ore`me 52 Soit R un anneau de valuation discre`te complet d’e´gale caracte´-
ristique p. Soit C → Spec(k) une courbe stable hyperelliptique. Alors, quitte a`
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faire une extension finie de R, il existe une courbe C → Spec(R) hyperelliptique
semi-stable dont la fibre ge´ne´rique est lisse et dont la fibre spe´ciale est isomorphe
a` C.
Preuve : Dans le cas ou` C est lisse il suffit de relever une e´quation de k a` R. On
peut donc supposer que C n’est pas lisse.
D’apre`s la proposition 38, la courbe C vient naturellement avec un reveˆtement
2-admissible f : Y → X si car k 6= 2 (ou (f : Y → X, {(Gv, uv)}) si cark = 2) ou`
pa(Y ) = pa(C) et Y est obtenue de C en ajoutant des composantes P1k.
Supposons tout d’abord que la caracte´ristique de k est 2. D’apre`s la re´duction
pre´ce´dente (the´ore`mes 49 et 50), on peut supposer que le reveˆtement (f, {(Gv, uv)}v)
ve´rifie les hypothe`ses (H1) et (H2) du the´ore`me 41. Par suite, graˆce a` la proposi-
tion 51, on peut construire, quitte a` faire une extension finie de K, un mode`le X
de X et un arbre de Hurwitz Γ adapte´e au reveˆtement a` X et a` (f, {(Gv, uv)}v).
On applique alors le corollaire 43 qui nous fournit le releˆvement Y→ X. Le mode`le
stable C de YK re´pond a` la question.
Regardons maintenant le cas ou` la caracte´ristique de k est diffe´rente de 2.
On a une action kummerienne de G = Z/2Z sur Y dont le quotient est X .
Comme le cardinal de G est premier, on peut appliquer le the´ore`me 3.7 de [5] qui
nous prouve que cette action se rele`ve en un mode`le semi-stable Y → Spec(R).
Finalement, le mode`le stable C de YK re´pond a` la question. 
Corollaire 53 Soient k un corps alge´briquement clos et C → k une courbe sta-
ble hyperelliptique. Alors il existe un anneau de valuation discre`te R d’ine´gales
caracte´ristiques et dont le corps re´siduel est k, et une courbe C → Spec R dont la
fibre ge´ne´rique est lisse et hyperelliptique et dont la fibre spe´ciale s’identifie a` C.
Preuve : D’apre`s le the´ore`me pre´ce´dent, on peut relever C en une courbe C1 →
Spec R1 ou`R1 est un anneau de valuation discre`te d’e´gale caracte´ristique. D’autre
part, on peut relever la fibre ge´ne´rique de C1 en une courbe lisse sur un anneau de
valuation discre`te R2 dont le corps des fractions est de caracte´ristique ze´ro (car il
suffit de relever une e´quation hyperelliptique). Ceci prouve que le point ge´ne´rique
de l’anneau local du point correspondant a` C → Spec k dans I¯g correspond a` une
courbe lisse en caracte´ristique ze´ro. Le re´sultat est alors direct. 
Remarque 54 Le the´ore`me 52 et le corollaire 53 sont encore vrais pour des
reveˆtements p-admissibles d’une courbe de genre ze´ro, la preuve du corollaire 53
devant eˆtre adapte´e car il n’y a pas, a priori, d’espace de module jouant le role
de I¯g.
The´ore`me 55 Soit S le spectre d’une anneau de valuation discre`te R. On a
l’e´galite´ (ensembliste) I¯g,S ×S Spec κ(s) = I¯g,s. En particulier, I¯g,S ×S Spec κ(s)
est irre´ductible.
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Preuve : Quitte a` faire un changement de base plat, on peut supposer R complet.
La premie`re partie du the´ore`me de´coule directement de ce qui pre´ce`de. En effet,
par construction on a une immersion ferme´e I¯g,s → I¯g,S ×S Spec κ(s). Soit p un
point de I¯g,S×S Spec κ(s). Alors p correspond a` une courbe stable hyperelliptique
(car spe´cialisation d’un point correspondant a` une courbe lisse hyperelliptique).
Le the´ore`me 52 implique alors que ce point est dans l’adhe´rence du lieu des
courbes lisses hyperelliptiques sur κ(s). C’est donc un point de I¯g,s.
L’irre´ductibilite´ de I¯g,S ×S Spec κ(s) provient alors de l’irre´ductibilite´ de
Ig,Spec κ(s) montre´e dans [14] Theorem 4.1. 
A Calcul en caracte´ristique diffe´rente de 2
Dans toute cette section, R sera un anneau de valuation discre`te de car-
acte´ristique re´siduelle diffe´rente de 2. On note S = Spec(R), C → S une courbe
stable hyperelliptique de genre g ≥ 2 dont la fibre ge´ne´rique est lisse et dont la
fibre spe´ciale posse`de deux composantes irre´ductibles lisses ou bien une seule com-
posante irre´ductible avec un point singulier. Sous ces hypothe`ses, on se propose
de de´montrer explicitement les ine´galite´s (2). Ce calcul reprend les ide´es expose´es
dans [8]. Toutefois, la partie combinatoire n’est pas utile ici car les courbes sont
suffisament simples.
Proposition 56 Si Cs posse`de un unique point singulier de type βj (cf. la dis-
cussion suivant la remarque 5) alors
Ords(Λ) = 4(g − j)jδs.
Si Cs posse`de deux points singuliers de type αj alors
Ords(Λ) = (g − j)(j + 1)δs.
Preuve : Soit σ l’involution hyperelliptique de Cη. Par unicite´ du mode`le stable, σ
se prolonge en une involution de C. On peut remarquer que dans le cas qui nous
inte´resse, les composantes irre´ductibles de Cs sont fixes par σ. Notons Y = C/〈σ〉.
Quitte a` faire une extension finie du corps de base K, on peut supposer que
les points fixes de Cη sous l’involution hyperelliptique sont rationnels, notons les
a1, . . . , a2g+2. Par suite, notons b1, . . . , b2g+2 leurs images dans Yη.
Lemme 57 Les spe´cialisations des ai qui sont dans le lieu lisse de Cs sont deux
a` deux distinctes.
Preuve : En effet, au voisinage d’un point ai qui se spe´cialise dans le lieu lisse, C
est de la forme SpecR[x, y]/(y2−Q(x)), bi correspondant a` un ze´ro de Q. Si bi et
bj ont meˆme spe´cialisation q, la courbe C sera non singuliere en q si et seulement
si i = j. y
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Lemme 58 Si les points singuliers ne sont pas de type α0, les bi se spe´cialisent
dans le lieu lisse de Ys.
Preuve : Si les points singuliers sont du type αj (j > 0), alors ils ne sont pas
fixes par σ et donc ne sont pas spe´cialisations de bi. Supposons donc que le point
singulier de Cs est du type βj . Raisonnons par l’absurde et supposons que bi se
spe´cialise dans un point singulier. Par suite, le point ai se spe´cialise en un point
singulier p de Cs. Notons C˜ l’e´clate´ de C en p de sorte que ai se spe´cialise en un
point lisse de C˜s. Comme p est fixe par l’involution hyperelliptique, σ se prolonge
en une involution de C˜. Notons Y˜ = C˜/〈σ〉. Ainsi de´finit, Y˜ est obtenu de Y
en e´clatant l’image de p dans Ys. Notons E la transforme´e stricte de p par le
morphisme C˜ → C et F son image dans Y˜ . Le morphisme C˜ → Y˜ de´finit alors un
morphisme ge´ne´riquement se´parable de degre´ deux E → F (car la caracte´ristique
re´siduelle de R est diffe´rente de 2 et σ est non triviale sur E). Notons α et β
l’intersection de E avec le lieu singulier de C˜s. Les points α, β et la spe´cialisation
de bi sur E sont alors fixes par l’involution σ. Le morphisme E → F posse`de
alors au moins trois points de ramification, ce qui contredit le fait que E est de
genre nulle. 
Lemme 59 Si le point singulier est de type α0 alors il y a exactement deux bi se
spe´cialisant dedans.
Preuve : Pour des questions de genre de la composante irre´ductible de Cs (for-
mule de Hurwitz), au moins deux bi se spe´cialisent dans le point singulier. Si
on suppose qu’au moins trois bi se spe´cialisent dans le lieu singulier de Ys, le
meˆme raisonnement que dans la de´monstration du lemme pre´ce´dent conduit a`
une contradiction sur le genre de Cs. 
Dans le cas ou` le point singulier est de type α0 on peut, grace a` ce lemme, se
ramener a` un calcul analogue a` celui des courbes ayant des points singuliers du
type αj avec j > 0 en de´ployant les spe´cialisations des points bi se spe´cialisant
dans le lieu singulier.
Notons Y1 et Y2 les deux composantes irre´ductibles de Ys. Si on regarde la
courbe Y du point de vue de la ge´ome´trie rigide, on peut conside´rer Y1 comme
l’ensemble des points de modules 1 et Y2 comme l’ensemble des points de modules
|tb| ou` b est l’e´paisseur du point singulier de Ys dans Y et t est une uniformisante
de R. Ce choix correspond alors a` un certain parame`tre x de Yη qu’on fixe pour
le reste de cette de´monstration.
Notons y2 +Q(x)y − P (x) une e´quation affine de Cη (le parame`tre x e´tant le
parame`tre fixe´ precedement). Dire que les bi sont rationnels e´quivaut a` dire que
f = Q2 + 4P est de´compose´. Notons f = A
∏
(x − ci). On va alors e´valuer les
diffe´rents facteurs de Λ. Dans le cas d’une courbe ayant un point du type βj, on
a une configuration donne´e par la figure 2 (cf [1], §4) et dans le cas d’une courbe
ayant deux points de type αj (e´ventuellement j = 0 quitte a` faire un e´clatement)
on a une configuration donne´e par la figure 3.
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Fig. 2: Point de type βj
genre j
genre g − j
1 > |z| > |tb|
|z| = |tb| |z| = 1
Y1
ramification
2j + 1 points de
Y2
2g − 2j + 1 points
de ramification
Fig. 3: Point de type αj
genre g − j − 1
genre j
Y1
|z| = |tb|
1 > |z| > |tb|
|z| = 1
ramification
2g − 2j points de2j + 2 points de
ramification
Y2
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On peut lire les normes |ci− ck| en fonction des composantes sur lesquelles se
spe´cialisent bi et bk dans Ys. On trouve directement
type αj |∆| = |A|
4g+2
∏
i 6=k |ci − ck| = |A|
4g+2|tb(2j+1)(2j+2)|
type βj |∆| = |A|
4g+2
∏
i 6=k |ci − ck| = |A|
4g+2|tb2j(2j+1)|
On construit alors une base de H0(C, ωC/Spec(R)) comme dans [8], proposition
5.5.
Lemme 60 Dans le cas βj on a
divvert(
dx
2y +Q
) = −
1
2
ν(A)Y1 +
(
−
1
2
ν(A)−
1
2
(2j − 1)b
)
Y2
et dans le cas αj on a
divvert(
dx
2y +Q
) = −
1
2
ν(A)Y1 +
(
−
1
2
ν(A)−
1
2
(2j)b
)
Y2
Preuve : On donne la de´monstration dans le cas βj, la de´monstration e´tant sem-
blable dans le cas αj. Soit i ∈ {1, 2} fixe´. Soit x
′ un parame`tre de Yη relevant un
parame`tre de Yi (on peut prendre par exemple x pour Y1 et xt
−b pour Y2). Notons
U = Spec(A) un voisinage affine dans Y du point ge´ne´rique de Yi ne rencontrant
pas l’autre composante. Notons B la cloˆture inte´grale de A dans κ(C). D’apre`s
[12], Lemme 1, B est libre sur A, de rang 2 et il existe y′ tel que {1, y′} soit une
base de B sur A. Notons y′2+Q˜(x′)y′−P˜ (x′) une e´quation affine associe´e. Notons
ω =
dx′
(2y′ + Q˜(x′))
une base locale du faisceau dualisant (c.f. [11], Lemme 2).
D’autre part, comme {1, y} est une base de A×K on a y = tζiy′+s(x). Notons
f˜ = Q˜2 + 4P˜ . En remplac¸ant y par tζiy′ + s(x) dans l’e´quation y2 + Qy − P on
trouve que
tζiQ˜(x′) = 2s(x) +Q(x)
−t2ζi P˜ (x′) = Q(x)s(x) + s(x)2 − P (x)
donc t2ζi f˜(x′) = f(x). De plus, comme Yi est re´duite (c’est a` dire que la re´duction
de f˜ a` k est non nulle), on a |f˜ | = 1
Notons νY1(f) = sup|z|=1(ν(f(z))) et νY2(f) = sup|z|=|tb|(ν(f(z))). On a alors
νY1(f) = ν(A) et νY2(f) = ν(A) + (2j + 1)b.
On a donc 2ζ1 = ν(A) et 2ζ2 = ν(A) + (2j + 1)b.
Finalement, comme
dx
2y +Q
=
tbdx′
tζi(2y′ + Q˜(x′))
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et ω est une base locale, on trouve que
νY1(
dx
2y +Q
) = −
1
2
ν(A)
et
νY2(
dx
2y +Q
) = b−
1
2
ν(A)−
1
2
(2j + 1)b.
Ce qui nous donne bien le re´sultat souhaite´. 
Notons β l’un des points bi qui se spe´cialise sur la composante Y2 et, pour
0 ≤ i ≤ g − 1, posons
ωi = (x− β)
i dx
2y +Q
.
Par suite, de´finissons mi = min(νY2(ωi), νY1(ωi)). On a alors, dans le cas pre´sent
mi = min(νY2(ωi), νY1(ω0)) = min(ib + νY2(ω0), νY1(ω0)).
Lemme 61 Les {t−miωi} forment une base de H
0(C, ωC/Spec(R))
Preuve : Comme les ωi forment une base de H
0(Cη, ωCη/K), ils sont line´airement
inde´pendant. Le diviseur div(t−miωi) est effectif par construction donc t
−miωi ∈
H0(C, ωC/Spec(R)). Il reste a` montrer que les ωi sont ge´ne´rateurs.
Soit ω ∈ H0(C, ωC/Spec(R)), ω est de la forme t
eh(x) dx
2y+Q
avec h ∈ R[X ] primitif
de degre´ d ≤ g − 1.
Comme div(ω) ≥ 0, on a pour tout k ∈ {1, 2}
νYk(ω) = e+ νYk(h(x)) + νYk(
dx
2y +Q
) ≥ 0.
Or, comme h est primitif, νY2(h) ≤ db et νY1(h) ≥ 0 donc e + db + νY2(ω0) ≥ 0
et e + νY1(ω0) ≥ 0. C’est a` dire que e ≥ −md. Par suite, il existe un e´le´ment
c ∈ R tel que ω − ct−mdωd = h1(x)
dx
2y+Q
soit dans H0(C, ωC/Spec(R)) avec h1 de
degre´ infe´rieur ou e´gal a` d − 1. Par re´currence, on montre ainsi que la famille
{t−miωi} est ge´ne´ratrice. 
Finalement, on trouve que
Ords(
dx
2y +Q
∧ . . . ∧
xg−1dx
2y +Q
) =
∑
mi
Un calcul simple nous montre que dans le cas pre´sent on a
type αj ⇒ Ords
(
dx
2y+Q
∧ . . . ∧ x
g−1dx
2y+Q
)
= − j
2+j
2
b
type βj ⇒ Ords
(
dx
2y+Q
∧ . . . ∧ x
g−1dx
2y+Q
)
= − j
2
2
b
Finalement, on trouve que
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type αj ⇒ Ords(Λ) = 2(g − j)(j + 1)b
type βj ⇒ Ords(Λ) = 2(g − j)jb
Il ne reste donc plus qu’a` relier δs a` b.
Dans le cas βj, on a 2δs = b, ceci provient du morphisme
SpecR[[xy]]/(xy − tb)→ SpecR[[u, v]]/(uv − t2b)
donne´ par u 7→ x2 et v 7→ y2.
Dans le cas αj, on trouve directement que δs = 2b (car les points singuliers
de Cs sont e´change´s par σ). Finalement, on trouve le re´sultat annonce´. 
B Calcul en caracte´ristique 2
Dans cet appendice, on se propose de montrer les ine´galite´s (2) par des calculs
explicites dans le cas de certaines courbes en caracte´ristique re´siduelle 2. Les
re´sultats ne sont pas utilise´s dans le reste de l’article.
Proposition 62 Soit R un anneau de valuation discre`te de caracte´ristiques (0, 2).
Soit C → Spec(R) une courbe stable hyperelliptique dont la fibre ge´ne´rique est
lisse et dont la fibre spe´ciale contient au plus deux composantes irre´ductibles. On
a g2δs ≥ Ords(Λ) ≥ gδs.
Preuve : Le calcul est essentiellement le meˆme que dans le cas de la caracte´ristique
re´siduelle 6= 2 sauf pour le calcul du discriminant, on se contente donc de de´tailler
celui-ci.
Si C est lisse, on a Ords(Λ) = δs = 0 (voir par exemple [8], proposition
6.3). Si la fibre spe´ciale de C posse`de une unique composante irre´ductible, celle-ci
posse´dant un point singulier de type α0, on se rame`ne au cas de deux composantes
par e´clatement (apre`s extension eventuelle de R).
Notons σ l’involution hyperelliptique. Soit y2 + Q(x)y − P (x) une e´quation
affine de Cη. Le discriminant de l’e´quation est alors f = Q
2 + 4P . La car-
acte´ristique re´siduelle e´tant 2, on voit que les points fixes de Cη sous l’action
de σ se spe´cialisent par paire (exactement par paire pour des raisons semblables
a` celles expose´es dans la de´monstration du lemme 57).
Notons C′ la re´solution comple`te des spe´cialisations des points fixes de Cη sous
l’action de σ. On peut alors avoir pre´cise´ment la re´partition des spe´cialisations des
points fixes grace a` [6], the´ore`me 4.5, en fonction du conducteur et de l’e´paisseur
des points doubles dans C/〈σ〉. On donne aux figures 4, 5, 6 et 7 les configurations
possibles pour (C′/〈σ〉)s dans le cas ou les composantes sont de genres j et g − j
(respectivement j et g−j−1 dans le cas d’une courbe ayant deux points singuliers
de type αj). On a repre´sente´ sur chaque figure la fibre spe´ciale de C ainsi que
celle de C˜ (ou` C˜ est la courbe obtenue de C en de´ployant les spe´cialisations des
points fixes de C sous l’action de σ). Notons b l’e´paisseur du point singulier de
C′/〈σ〉.
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Fig. 4: La re´duction posse`de un seul point singulier et b > 2νK(2)
genre g − j
genre j
g − j droites
|z| = |4|
j droites
1 > |z| > |2|
|2| > |z| > |tb2−1|
|tb2−1| > |z| > |tb|
|z| = |4tb|
Fig. 5: La re´duction posse`de un seul point singulier et b = 2νK(2)
j droites
g − j droites
genre g − j
genre j
|z| = |4|
1 > |z| > |2| |2| > |z| > |4|
|z| = |16|
Dans le cas des figures 4, 5 et 6 (correspondant aux re´duction possibles des
courbes stables hyperelliptiques dont la fibre spe´ciale posse`de deux composantes
irre´ductibles et ayant un unique point singulier, celui-ci e´tant de type βj), on
trouve, par un calcul direct, |disc(f)| = |42g+2tb2j(2j+1)| et par suite, d’apre`s les
calculs fait pre´cedement pour les cas βj (c.f. calcul en caracte´ristique ze´ro), on a
Ords(Λ) = 2(g − j)jb = (g − j)jδs.
Dans le cas de la figure 7 (correspondant au courbes stables hyperelliptiques
dont la fibre spe´ciale posse`de deux points singuliers de type αj). Des calculs
analogues au cas de la caracte´ristique ze´ro montrent que
|disc(f)| = |42g+2tb(2j+2)(2j+1)|,
on a donc
Ords(Λ) = 2(g − j)(j + 1)b+ b = ((g − j)j)δs
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Fig. 6: La courbe posse`de un unique point singulier et b < 2νK(2)
|z| = |4tb|
genre g − j genre j
j droites
g − j droites
|z| = |4|
1 > |z| > |tb/2| |t
b/2| > |z| > |tb|
|z| = |4tb/2|
Fig. 7: La courbe posse`de deux points singuliers de type αj
genre g − j − 1
genre j
g − j − 1
droites j droites
|z| = |4| |z| = |4tb|
1 > |z| > |tb|
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